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金融数学的工作可以是严格的，也可以是通俗易懂的.但是正如约翰逊 （ Johnson ) 博 
士指出的，严格的东西未必是通俗易懂的，而通俗易懂的东西未必是严格的. 

但是这两方面都是需要的.金融数学并不容易，但很多市场的实践操作是依据对实际 
情况的直觉的.对有经验的实践者，在对已有的合约进行估价时，直觉就够用了，但对创 
新产品的定价直觉往往是不够的.初学者、管理者和法则制定者在面对大量文献时，因为 
得不到基本准则的清晰解释而会手足无措.这种凭直觉的实践似乎更适合于行业的发展初 
期，而不适合于衍生产品交易已形成15万亿美元规模的成熟市场. 

在学术界，人们经常花很多精力对错误的问题寻求严格的解答.如果孤立于市场 ，其 
努力主要是出于自身的目的去寻求解析的解答，而不考虑实践者关心的问题，特别会低估 
套期保值其价格和本身的重要性.即便仅仅是对来自工业界而不是学术的问题方面已经有 
了一些最好的解答，学者们也需要关心这些金融的问题. 

对本书章节的导引 

第1章是一个简单的 引言， 特别是对初学者，表明对某些东西，它的期望价值并不能 
很好地指导定价，需要质疑这种观点，并用套利定价方法取而代之. 

第2章发展了套期保值的观点，并通过离散时间二叉树模型的套利分析来定价.在这 
个简单的框架下介绍了一些关键的概率的概念，如条件期望、鞅、测度变换和表示定理， 
并辅以具体的例子. 

第3章在连续时间情形下讨论了与前一章相同的问题，引出了 Brown 运动和 M 积分， 
并用于导出 Black - Scholes 法则. 

第4章讨论了广泛的一类金融产品，如分红的证券、支付现金和利息的债券，将 
Black-Scholes 方法进行适当修正以适合这些产品的定价.对区分可交易和不可交易量的一般 
的讨论导致了对风险的市场价格的定义，同时也指出对这个名称不必太在意，后面有一节 
专门讨论货币产品并给出了 一系列例子. 

第5章是关于利率市场.从本质 上讲， 债券市场更像股票 市场. 但这个市场的丰富内 
涵使之不光是像 Black - Scholes 模型的一个特例，因此我们在第3章建立的， 一 般连续时间框 
架下结合短期利率与 HJM 模型来讨论市场模型.有一节详细讨论了很多可能的利率合约， 
包括互换、利率上/下限和互换期权.这一节反映了必须以一种通俗易懂的形式介绍给读者 
深度的金融和技术知识，其目的是揭示所有方法都可以融人其内的市场的一个基本事实. 

第6章给出了更一般模型下的一些技术性的结论，包括对多种股票心因子模型、计价 
单位、外汇利率模型等_最后给出了等价鞅测度的存在性、可定价性及套期保值的关系- 



2 前言 

附录中包括了简短的参考文献、数量不多的习题的完整解答、技术名词词汇一览表和 
索引. 

如何阅读本书 

可以按顺序像阅读小说那样阅读本书，也可以随机地选择各自独立的完整章节，偶而 
有些问题需要读者运用本书所讲授的技巧，但无碍于往下_阅读. 

不要求读者在阅读本书时需具备特别的预备知识，只需了解某些经典的微分计算和数 
学符号概念，词汇表中包括了基本的概率定义.更熟练的读者可以随着本书内容的展开发 
现更多的技术性的旁注. 
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一 个赌马的比喻 


庄家设局在一个2匹马的比赛中赌博，如果选择有技巧性的方法，他要研究马跑不同 
距离的表现，同时要考虑诸如马的训练、饮食和骑师的选择等诸因素 • 最后他正确地计算 
出一匹马有25%的概率会赢，另一匹马赢的概率为75%，据此他能对第一匹马按押1赔3 

的赔率赔付，而对第二匹马按押3赔1的赔率赔付. 

设定这样的赔率一定程度反映了大众的心理，比如对第一匹马下注5000美元，对第二 
匹马下注10 000 美元. 如果第二匹马臝，他可以获利1667美元，但如果第一匹马贏，他则 
会损失5000美元，因此他获利的期望值是 2 5% x ( - $5000) +75% x ( $1667) = $0，或 
者说正好打平手.从长远来看，在一系列类似但独立的比赛中，平均的法则会使赌马者打 

成平手.除非比赛次数很多，否则可能会面临很大的损失 • 

然而假设他按照赌金的比例2:1而不是3:1下注，即对第一匹马按押2赔1的赔率赔 

付，而对第二匹马按押1赔2的赔率赔付，则无论哪匹马赢，他都会打成 平手. 结果与马 
输贏无关. 

在实践中，庄家会按照超过100%的胜率来出售，同时降低赔率以便从中获利（见下 
表）.然而会出现同样的问题，应用准确的概率从长远来看可以获利，但短期内可能会有损 
失.庄家如果想赚取稳定的收益，建议他最好设想赛马的概率与准确的概率是不同 • 如果 
是这样的话，他会处于对赛马的结果并不感兴趣但可以确保收入的奇特的状况. 

关于下注的 说明： 

当赌博的价格确定为押爪赔〃的赔率赔付形式，例如按押1赔 3 的赔率赔付，则下注 
$肌成功，可以赢得 $/ i 加上退还赌注.这里隐含的获胜的概率为肌/(爪 + W ，通常这个概 
率小于1/2,因此，第一个数字大于第二个 数字. 否则就会变成押3赔1的赔率 • 


准确的概率下的赌注 

25% 

$5000 

75% 

$10 000 

1 


1. 设定的赔率 

押5赔13 

押15赔4 

1 

隐含概率 

28% 

79% 

总计=107% 

如果马贏时的获利 

一 $3000 

1 

$2333 1 

期望收益=$1000 

2. 设定的赔率 

押5赔9 

押5赔2 


隐含概率 

36% 

71% 

总计=：107% 

如果马贏时的获利 

$1000 

$1000 

期望收益=$1000 


为使庄家能够获利，对赔率作适当 改变. 在第一种情形，赔率依赖于马跑赢的实际概 

率，而在第二种情形，赔率依据下注的钱数确定. 

译者注：为帮助读者理解上述表格，我们将详细计算解释 如下： 



2 一 个赌马的比喻 

在第一种 情形： 庄家收到的赌注共计$5000 + $10 000 = $15 000，如果第一匹马赢， 

该庄家除返还第一个下注者的赌注$5000外还要赔付$13 000,故损益为$15 000 - $5000- 
$13 000 = - $3000 . 

如果第二匹马赢，该庄家除返还第二个下注者的赌注 $10 000 外还要赔付 $10 000 X ^ 

= $2667 ， 故损益为 $15 000 - $10 000 - $2667 = $2333 . 

由于第一匹马获胜的概率为25%，第二匹马获胜的概率为 7 5%，所以庄家的平均损益 
为： 

-$3000 x 25% + $2333 x 75% =- $750 + $1750 = $1000. 

对第二种情形，读者可以类似地 计算. 


0 
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第 1 章引 言 


金融市场产品可以分为两大类，有“标的” 证券： 股票、债券、商品、 外币； 和它们 
的“衍生证券”，是关于某种标的证券在未来的支付或转移的未定权益.衍生证券可以降低 
风险（比如使得参与者可以在现在就锁定未来交易的价格）也可以放大风险.一个无成本 
的合约同意支付一只股票和未来价格的差额，使得合约双方无需用现在的资本来购买就能 
拥有股票，从而来控制风险. 

从形式上讲，一类依赖于另一类，如果没有标的（证券），就没有未定权益，但是这两 
类之间的联系是相当复杂及不确定的，因为在同一市场里每一类都有大量的交易.股票的 
明显随机的本质经过过滤到未定权益，因此未定权益也是随机的. 

数学家早就知道随机并不意味着没有内在的结构.粗略地说，事情的随机性通常以非 
随机的方式出现.概率和数学期望的研究揭示了处置随机性的一种途径，本书将在概率的基 
础上来发现未定权益和它们的随机标的证券最强的可能的联系.然而，目前真实的情况是， 
问题很复杂，并且在这个新的领域有过不少失败的尝试，其中有一个是特别令人着迷的. 


1.1 期望定价 


考虑以下的游戏.某人掷一个硬币，如果正面向上，将奖励你1 美元； 如果反面向上, 
则无奖励，你该为这个游戏支付什么价格？如果硬币是均勻的，出现正面和反面的机会相 
等.大约一半的时间会赢得这1美元，而另一半时间将一无所获.经过充分多次后，平均 
每次你期望得到50美分，因此支付多于50美分是不太合算的，而少于50美分对游戏的庄 
家则过于浪费，因而50美分正 合适. 

在期望的更加正式的数学定义下，50美分正是每次游戏的期望收益.对游戏的概率分 
析表明，虽然每次掷硬币的结果是随机的，但这并非与游戏的更深层的非随机结构不相容. 
我们可以假设存在与掷硬币结果可能性相对应的度量，硬币正面或反面向上的概率为 1/2. 
上述概率的形成的同时带来了期望的概念.在离散情形，就是每次结果的数值与相应的概 

率的加权平均.上述游戏的期望支付为士 x $1 + y x $0 = $0. 50. 

这个形式上的期望可以通过以下的定理与游戏的“价格”联系起来. 

I 柯尔莫哥洛夫强大数定律 

假设有一列独立的服从同一分布的随机数列弋， A ，&，•••，均值（期望值）为 A 
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| 设5„是前 n 项的算术平均， 即& =丄(不 + X 2 + … + D ，那么当 n 趋向无穷时，乂 

n 

以概率1趋于均值士 

如果结果的算术平均值确定地收敛于数学期望，则每次游戏的平均收益/损失趋于数学 
期望减去支付每次游戏的价格，如果两者之差为正数，则从长远看，你最终是获益的；反 
之如果为负数，则最终你肯定会蒙受损失的.如果游戏次数很少，则不能保证输臝，但随 
n 着次数的增加，最终出现的是数学期望.在这个意义下，50美分是每次游戏的公平价格_ 

但是这是一个可执行的价格吗？如果某人同意你以每次付 4 0美分可以赢1美元的比价 
和他玩这个游戏，但不允许你玩多次，只允许你玩一次大的赌注.如果羸了，根据你下的 
赌注你可以按上述比价得到奖励（比如，下注$ 4 0，如果赢，可得 $100). 如前所述，强 
大数定律可以保证你在重复多次的游戏中 获利. 但如果只允许玩一次，强大数定律就不起 
作用. 付40美分可以赢1美元的比价无疑是金融自杀，用你的住宅做抵押，卖掉你所有的 

财产，按你的信用极限向银行贷款来玩一次这样的游戏显然是不明智的. 

因此这个游戏的市场可以以不同于数学期望的价格来交易.对于次数少的游戏，可以 
出任何 价格. 接受价格的“买家”和“卖家”的数量可能与游戏结果的数学期望毫无关 
系，但是作为开始游戏的指导价格，付一个合适的价格，大数定律和数学期望可起到一定 

的作用. 

1.1.1 货币的时间价值 

我们忽略了一个重要的细节——货币的时间价值.通过同一时间游戏的价格和它的回 
报简化了对掷硬币游戏的分析.如果掷硬币的游戏发生在一年之末，而对游戏的支付是在 
年初，那么实际上我们必须找到掷硬币游戏这个未定收益现在的而不是将来的价值 • 

如果现在是1月份，则12月份的1美元在现在的价值就不到1美元 • 利率的存在即承 
认了这一点，而债券市场也因此 产生. 假设存在一个这些未来承诺的市场，这样构造出来 

的债券的价格就由某种利率 决定. 特别地: _ 

货币的时间价值 _ 

假设对于小于某个时间 T 的任何时刻7 1 时刻的一美元现值是 exp ( - r ： T ) ，其中厂> 

0为某个常数.称利率 r 为这个时间段中的连续 复利- 

______ _ ___ 

利率市场并没有这么简单， r 无须是 常数. 在实际市场里， r 的确不是 常数， 但在此假设 
它是常数，就能得到所玩游戏在 r 时刻基于强大数定律的价格.在7 1 时刻付50美分等价于现 
在付 50 exp ( _ r 70 美分.为什么？这是因为可以在现在以 50 exp ( - rT ) 的价格购买半个单位 
的债券，保证在7 1 时刻得到50 美分. 因此现在有说服力的价格是 50 exp ( - rT ) 美分，而不是 

50 美分. 

1.1.2 股票，不是货币 

在现实的金融市场中股票是如何定价的呢？ 一 个被广泛接受的模型就是股票价格服从 




对数正态 分布.基于上述货币的时间价值，可以证明这个结论. 


股票模型 

假定存在一个随机变量 X ，服从均值为 M 、 标准差为^的正态分布，使得在 r 时段 
股票价格的对数变化为 X ，即 

logS r = logS 。 + X ,或 S T = S 0 exp ( Z ). 

假设现在有一个关于这个股票的未定权益，即承诺在某种确定情况下支付确定数量的 
货币的一个合约，就像掷硬币游戏那样.关于股票的最老的或许也是最自然的未定权益就 
是 远期： 双方签订的一个合约规定，一方在未来某一约定时间点按约定价格向另一方出售 
约定数量的 股票. 称股票为 出售的远期. 远期股票“游戏”的“定价问题 ”是： 一 年以后 
出售的股票的价格在合约上应约定为多少？ 

可以更正式地把这个问题表述出来 . r B 寸刻股票的价格为，合约约定的价格为尺，则在期 

满发生股票交易时，合约的价值为根据货币的时间价值可知，未定权益现在的价值是 
exp (- rT )( S T - K ). 由强大数定律知这个随机变量的期望值 E ( exp (- tT )( S t - K )) 应该等于 0. 

如果它是正值或负值，如长期使用这个价格，那么会导致合约的某一方 获利. 因此对于“定价问 
题”的合理的解答是尺应该等于使 E (exp (- rT ) ( S r - K )) =0 的值 ： K = E ( S r ). 

E ( S T ) 是什么？我们已经假设 bgS r - logS ^ 服从均值为 / i 、 标准差为^的正态分布， 

也就是要计算£(3。找!>(义）），其中叉服从均值为从、标准差为(7 2 的正态分布.为此，可以 

利用下面的 结果： 


f6~l 


非专业统计学家的法则 

给定一个取实数值的随机变量 X ，它的概率密度函数为 /( 幻，则对于任何可积的实值 
函数 A ( X )， 其数学期望为 

E ( h ( X )) = f h ( x ) f ( x ) dx t 

J - 00 


因为 X 服从正态分布， X 的概率密度函数为 

/( 和 嘉 expl 



利用上述法则，通过积分运算可以得到 r 时刻股票的期望价格为 S 。 exp(At 



是由强大数定律保证的远期合约的价格，与掷硬币游戏类似，这只是对市场交易水平的一 
种 建议. 但是这里采用的技术显然也适用于远期以外的衍生产品定价_很多未定权益可以 
转换成函数的形式，应用上述法则，也可以推导出它们的期望 价值. 将这个期望值贴 

现就给出了一个由强大数定律联系于经济实际的理论值 • 
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1.2 套利定价 

综上所述，尽管强大数定律看似有理且富有魅力，但却完全不实用.刚才导出的远期 
n 的价格只有在某种不幸的巧合才能作为市场价格.在可以自由买卖股票的市场上，可以无 

成本地持有或卖空任意数量的股票，根据强大数定律去做远期交易会导致灾难性的后果， 
在大多数情况下，人们会有兴趣以这个价格向你无限地出售 远期. 

为什么强大数定律如此不适合于远期？正如前面提到的掷硬币的游戏，强大数定律给 
出的不是一个可执行的价格，仅仅是一个建议 价格. 而另外一种完全不同的机制可以提供 
一个可执行的价格. 合约的公平价格是 s 。 exp ( r 7) ，它不依赖于股票的期望值，甚至也不依 
赖于有特定分布的股票 价格. 合约的双方可以在合约开始之时写明双方权益并耐心等待， 
直到到期之日执行合约. 

操作策略 



考虑合约的卖方，他有义务在到期日肉买方出售约定数量的股票 • 卖方可以在签订合 
约时借入 S 。 用于购买股票，然后把股票放进抽屉里等待_到合约期满时，他要还贷款 •如 
果按无风险复利 r 计算利息，他连本带利 须还心 ex〆 #)， 但那时他已经卖掉了股票，如果 
合约规定的股票的交易价格少于 S 0 exp ( rT ), 他肯定要遭受损失 • 

因此远期的价格应不低于 S fleX p ( r ； T ). 当然远期的买方也可以作相反的操作，.如果远期 
的价格高于 S Qe xp ( rr )， 买方就会蒙受损失，因此远期的价格又不能高于 S Q e Xp ( rr ). 

从而就有了一个可 执行的 价格，它不是 Aexp ^；# +，而是 S G exp ( iT )， 任何给远期 

合约规定一个与此不同的价格的企图，都会使某一方通过适当的操作享受免费的午餐•和 
玩掷硬币的游戏不同的是，现在抵押房产进行交易是理性的 举动. 这种市场行为有一个很 
古老的名称——套利 • S 0 exp ( rT ) 的价格是一个套利价格——它是公平的，因为任何其他 

的价格都会使某一方享受免费的 午餐. 强大数定律没错的话-如果 S 0 exp (^ + ^- cr 2 ) 高于 


S 0 exp ( rr ) ,则合约的买方可以赚钱.当然如果股票价格预期比无风险利率 r 增长得快的 
话，则股票的买家也会增加得很快.套利价格的存在，尽管令人惊讶，却取代了强大数定 
律.简而言之，存在一个套利价格，除此以外的定价都是危险的 • 


1.3 从套利到期望 


强大数定律和数学期望给出了远期错误的价格，但是从某种意义上讲，远期是一个特 
例.操作的策略（购买股票并持有它）对于更复杂的权益是不可行的.标准的看涨期权， 



1.3 从套利到期望 
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给予期权的买家一种权利而不是义务向卖方以事先约定的价格购买股票，对这种期权就不 
能如法炮制地套利.如果到期日股票价格高于约定价格，则买方就执行期权，要求按约定 
的价格购买股票，期权卖方开始时买人后放进抽屉的股票就派上了用场.但是如果到期日 
股票价格低于约定价格，期权买方就放弃期权，而拥有股票的卖方就会蒙受无意义的损失. 

看来，对看涨期权来说也许强大数定律是适用的，然而直到1973年以前人们还不是这 
么想的.此前，几乎所有的东西通过期望和强大数定律来定价都是安全的，只有远期和与 
远期密切相关的产品似乎才有套利价格.然而，自从1973年 Black - Scholes 的备受争议的论 

文问世后，上述观点的错误才逐渐显示出来.本书其他地方不再应用强大数定律了.虽然 
会不断地用到 期望的 概念，有点像把水搅混，但只是用做无风险复制的一个工具.所有衍 
生证券都可以由标的证券构造——套利无处不在. 


第 2 章离散过程 


本书旨在探究套利行为的极限.我们将逐渐建立一个强有力的数学框架，来描述现实 
的金融市场并有足够的结构来支持构造技术.这是一个非常漫长的过程，聪明的办法就是 
从小模型开始. 


2.1 二项式分叉模型 

在我们想要描述实际的金融市场时，两样东西是不可或 缺的： 股票中的随机项和货币 
的时间价值表示.先来考虑最简单可行的模型，它由一只股票和一种债券组成. 

2.1. 1股票 

先考虑很短的单个时间段，从 i =0开始到 t =&时结朿.为了表示股票一些无法预测的 
性质，我们加入一些随机成分.因此假设股票在该时间段内只发生两种 变化： 价格上升或 
下降，用图表示得到一个分叉（图 2-1). 

我们将设定股价上升或者下降的概率，以建立其价格的随机变动 结构： 以概率/>上升 
到节点3;以概率1 - P 下降到节点 2. 股票的初始价格（图中节点 1) 记为~设以该价格圍 
可无限量买卖股票，并持有至时刻. &股 票持有期内没有突发事件，持有正或负数量 
的股票都不产生费用，但在期末，股票将有一个新的价值.如下降，则移至节点2其值为 
5 2 ;如上升，则移至节点3其值为知 



B 、 J 刻:0 时刻 ：1 时刻:0 时刻 ：1 


图 2-1 二项式分叉 
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2.1.2 债券 

为了体现货币的时间价值，我们引人现金债券.以 r 为连续复利，贝“=0时的1美元 
在时刻将会变成 ex P ( r &) 美元.假设可无限量借贷，且利率相同.我们再引入一个现 
金债券 S ， 可在零时刻以价格买入或卖出，并在下个时刻确定增值为 B 0 exp ( rSt ). 

这两种金融产品就是我们的金融世界了，虽然结构很简单，但是对于投资者而言，仍 
具有不确定因素.对于特定的投资者来说，股票的期末价格，只有其中一种会让他满意. 
他的投资计划成功与否取决于随机的结果.即有这么个金融产品的市场，而这个金融产品 
依赖于期末的股价.对于未来股价可能造成的损失，投资者的补偿需求可记为函数/，对于 
节点2和节点3这两种未来可能的情况，分别建立奖励或惩罚函数/(2)和/(3).例如，对一 
m 个远期合约， 敲定价为 k ， 则有/(2)=巧-&以及/(3) =s 3 -L 

2 . 1.3 无风险组合 

现在的问题变成，用一个适当的策略可以严格构造怎样的一族函数/如第1章中所提 
到的可以利用远期.我们首先卖空现金债券，将所得用于购买股票（成 本：〜）， 到期末则 
拋出股票以获得价值为 hexp (而）的现金债券.由套利理论，远期合约的敲定价应该正好 
是所预期的 \ exp ( r &). 

那么对于更加复杂的函数/，情况又会怎样呢？仍然能够找到这样组合的策略么？我们 
的第一个猜测是，恐怕不能.当期末股价的取值为两个随机的价格之一时，其衍生品的价 
值也发生了变化.如果知道/的每一种可能值出现的概率，那么/在期末的期望值也就可以 
求 得了： （1 _/0/(2) +#(3)，但是在这之前我们不可能知道其实际的价格. 

2.1.4 仅有债券的策略 

当然，我们并不是完全一无所知.考虑仅有现金债券的投资组合.经过这段时间现金 
债券以因子 exp (/* SO 增长，也就是说，在期初购买价值为 exp (-欣） [0 _/>)/(2) + p /(3)] 
的贴现债券，到期末时其价值变为 （1 _ P )/(2) +#(3).为什么我们要取这个值作为目标 
呢？因为它的期末值在形式上正是衍生品在期末的期望价值. 


对一个分叉的期望 

令 S 为一个二项式分叉过程，在零时刻初值为^，时刻1下降至&或上升至 h •则 
在上升概率为 P 的情况下，在时刻1， S 的期望 值为： 

=(1 ~ P ) S 2 ^ P S 3- 

关于 S 的未定权益/，正好与随机变量5, —样，对其期望的讨论是有意义的.因此， 
通过上例的现金债券，我们也可以有意义地来研究该未定权益的期望.制定策略时应至少 
12 达到收支平衡. 我们可以通过现金债券投资组合的初值来预测衍生品的初值.衍生品价格 

的预测值可以看作为其期末价值的贴现期望值. 


2.1 二项式分叉模型 9 

当然，这样做的本质仍出于第1章中的强大数定律，只是略被伪装了 一下. 与之前相 
比，这里显然缺少了一个强制项.我们没有严格地给出衍生品价值可能取的两 个值： /(2) 

和/(3)，而旨在概率意义下寻求最优. 

我们已经知道，对于远期合约而言，这种最优解是不够的.一个基于股票的远期合约， 

股票价值服从二项式分叉过程，则该远期的价格并不取决于股票的可能值^和而是通过 
现金债券 B 受制于利率 r ， 表现为 5 1 exp ( rSf )- 未定权益的贴现期望值并不是一种定价工具. 

2.1.5 兼有股票和债券 

然而我们能否做得更好一些呢？毕竟我们有两种金融产品来建立一个投资组合，并在 
整个时间段中持有.我们来尝试另一种策略.先前以衍生品的期望值为目标，现用固定利 
率的现金债券来产生一个预期的价值.但是相比债券，还有另外一种金融产品，与股票和 
衍生品联系更加紧密，那就是股票本身.假设需要保证的只是衍生品本身的价值， 无论高 
低，而不是事先知道的可以作为衍生品价值的合理的预测值. 

考虑一个一般的组合（少，少），其中为股票 S 所占比例（价值为和 J ， ☆为现 金债券 
所占比例（价 值为* 如果在零时刻买入 该投资 组合，则成本为和 1 +少尽>. 

在下个时刻，该组合价值变为两种 可能： 

<f)s 3 + if/B 0 exp ( rSt ) 如股价上升； 

或者 (f>s 2 +t//B 0 exp(rdt) 如股价下降 • 

这对等式引起了我们的好奇心——现在有两个等式、两种可能的未定权益价值，以及 
两个自由变量少和必在股价的合理波动下，要去构造两个价值函数/(3)和/(2)，而</>和 [31] 
沙则作为可用来调节的两个变量.此时，策略可以归结为求解两个关于（(#>，少）的方程. 

和 3 + exp(rdt) =/(3)， 

(j)s 2 + exp(rSt) = /(2 ) . 

除了巧与^相等，即 S 可视为债券而非股票的情况，上述方程的 解为： 

卜 /( 3 )-/( 2 ) ， 

S 3 — S 2 

iff = B 0 l exp (- r 8 t )[ f (3) _ (’⑶ 

\ s 3 - S 2 / 

应该怎样处理这样的计算结果呢？如果我们买入该组合（</>，★)并持有它，则等式保证 
了我们可以达偿 所愿： 如果股价上升，则组合价值变为/(3);股价下降，则组合价值变为 
f (2) ‘ 至此，衍生品就合成了. 

2.1.6 价格是合理的 

这个简单的模型展示了一个令人惊奇的策略.任何衍生品/都可由从某个股票和债券的 
适当组合来构造，而且可预先构造好.这必然对未定权益的价值产生影响，它不同于由期 
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望推导出的价值，这是一个在理想市场中可实施的理性价格.记 F 为购买（</>，少）组合的价 
值，表示为则有 

，/ - . (/⑶-/⑵）丨 exp (- rg O ( /( 3) - (/(3) 5 -^ 2)) ^). 

3 2 3 2 

现在假设其他做市商以低于 V 的价格 P 买入或卖出该衍生品.则任何投资者可以从做 
市商手中买人任意数量的该衍生品，再到市场上拋售与之完全匹配的（0，少）组合.到该时 
段期末时，无论股价如何变化，衍生品的价值正好抵消投资组合价值，从而这组交易是无 
风险的.但交易者购买一个单位衍生品/组合可以获利 V -/ 5 .通过无限量购买，任何投资 
者都可获得任意的无风险收益.因此做市商不可能采用 P 这个不理性的价格，因为市场会 
快速消化这样一个套利机会. 

类似地，做市商也不可能采用高于 V 的价格 P . 因为人们可以买入（冷，少）组合而卖出 
该衍生品，从而锁定每单位交易有的无风险利润.同样市场会再一次消化这样的套利 
机会. 

做市商的双向交易都只能以价格 v 进行，以免授人以无风险套利的机会.也就是说 ， v 
是在零时刻惟一的理性价格.我们的模型尽管存在随机性，但若允许套利机会横行于世， 
则强大数定律就无用武之地了. 

例一步过程的完整描述 

假设有一种无息的债券和一只股票，初始价格都是 $1. 在下一个时段末，股票的价格 
变为$2或者 $0.50. 如果一种赌博规定股价上升就支付$1，这样一个赌局的价值是多少 

呢？ 

解： 令 B 表示债券价格， S 表示股票价格， X 表示赌局的 支付. 具体可见图 2-2. 



图 2-2 打赌的定价 

买入一个投资组合，包括 2/3 单位的股票和借人 1/3 单位的 债券. 则该组合在零时刻 
的价值为 |~x $1 - + x $1 = $0.33. 如股价上升，则组合价值为争>< $2- + x $1 = $1; 

如股价下降，则组合价值为 | x $0. 5 - y x $1= $0. 可见该投资组合完全模拟了赌局的 




E 支付，那么该组合的初始价值就应该是赌局的初值，即为 $0.33. 
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2.1.7 回到期望 


这里仍然有些 玄机. 不考虑巧合，在这个模型中强大数定律可能失效 • 用期望来定价 
的过程涉及概率 P 和1-/>，从而导致可能存在无风险 利润. 重新整理方程后，来定义一个 


简化的 变量: 


exp( rSt) - s 


那么应该怎样解释 g 呢？不失一般性，不妨假设巧大于如果^小于或等于0,则有 
5 l exp ( r 50^5 2 <5 3 . 而为期初买人价值为〜的现金债券 B 后，在下个时刻的价 
值.故可通过卖空现金债券，以融资购买股票来赚取无风险利润 • 那么通过规则来消除这 
种可能性不是没有道理的，即通过规范市场的结构来避免此类 事情. 因此对有服从二叉树 

分支过程的股票 S 的任何市场，我们有 ^>0. 

类似地，当9大于等于1，此时有<巧矣 \ exp ( r &) ，此时可通过卖股票而买债券来获 

得无限量的无风险利润.综上所述，在理性市场中，9局限在(0，1)这个开区间内，与一个 
概率函数的约束相同. 

现在令人惊奇的是，当我们重新写出投资组合（中，少）的价值函数 P 时（请试一下），可 
以 得到： 

V - exp ( - rSt) (( 1 — q ) f ( 2 ) + qf ( 3 )). 

尽管看似荒诞，但是这确实是未定权益在9下的期望.而期望算子如此重现却有些意外 • 

价格函数^并不是衍生品在未来的期望值（由现金债券的增值贴现），它并不包含概率 
p ， 而可以用一个（0，1)之间的某个数^写成 贴现期望值的 形式.如将期望算子看作对未来 
市场信息的某种暗示，例如遵循强大数定律在多次测试下的平均值，那么 P 就应该理解为 
一个期望，而不是想当然地把它看作期 望值. 尽管有些咬文嚼字， F 是一个期望，而不是 
期望值.另外，很容易验证远期合约的正确的敲定 价为： ^ exp ( r &). 


习题 

2. 1 一个敲定价为 k 的远期合约，证明其支付函数为/，其中/( 2 ) /( 3 )= 

s,-k 利用 K 的公式，验证其合理的定价为 \ exp ( r &). 


2.2 二叉树模型 


本节将分叉推广到树 • 我们刚才建立的单时段模型固然容易分析，但却过于简化 • 它 
包括一只随机变化的股票和一种现金债券，并且在单个时段末股价变化仅有两个可能值- 
金融市场当然不是这么简单的.然而，如果我们将分叉模型更复杂化，便可以将结果推广 
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到一个更大、更好的模型.这就是本节中要讨论的*—通过分叉来建立二叉树，看能得到 
什么样的结果. 

假设金融市场仍只有二种 产品： 一种贴现债券6和一只股票 S . 并且可以无限量买卖 
它们，没有交易费用、违约风险和买卖差价.但是不是单时段，将允许每段长为&的多时 
段串. 

2 - 2.1 股票 

正如市场所要求的那样，股价 S 的变动应当是随机的，但是这种随机性也可以有自己 
的结构.在最简单的二项式分叉模型中，我们设定股价在期末时仅发生两种可能值的变化， 

并始终保持这结构.这次要把这些分叉连接成一棵树.最开始的第一段，从到时 
刻，与前面相同（由分叉构造的树是从一个分叉开始的） • 如果 s 在零时刻的值为 s Q = Sl , 
那么下一时刻虽然无法知道 S 的确 切值， 但却可以确定变化的范围，即乂只有两个可能 

值： 和〜 

现在可以很自然地拓展这个 分叉. 时间向后推一个&，则股价仍然可能发生两种变化, 
但由于基于 1 时刻的值， 故共有四种可能值.从〜出发， S 2 可能变为\或者; 5 5; 而从 h 出 

发，&可能变为 &或者 h 

正如图 2-3 所示，在第 i 时刻，股价将有 f 种可 能值. 尽管此时，从给定 ( i -1) 时刻的 
值出发，股价仍然只允许发生两种可能的 变化： 从节点）出发，下降至节点 2 y 或上升至 
2 y + l . 



有多个节点的二叉树 股价的发展 

图 2-3 

这个树的建立使模型更富有弹性 • 一个未定权益可以拥有任意多个可能值，而不再仅 
限于2个值.比如考虑一只股票在 f 时刻有一千个可能的值是合理的复杂水平的话，那么只 
要令&足够小，得到10层左右的树 即可. 同时，概率的结构也变得更加丰富 • 每一次升降 
的选择都与一个概率相联系 • 从符号记法的角度来看，可以仅用一个数巧（向上的概率) 
来表示升降这一对概率（二者相加和为 1), 如图2_ 3 所示，从\出发，向上到 ％ + 1 的概率 

记为朽；向下到％的概率记为1 -/V 
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2.2.2 现金偾券 

为了与这样成长的股价结构相匹配，我们需要一成长的债券.在简单的分叉模型中， 
现金债券的走势是完全可预料的.在整个时间段内，存在一个已知的利率 r 使现金债券以 
因子 exp (，&) 的倍数持续 增长. 这样苛刻的条件是不合理的，无需在二叉树的整个过程中 
固定一个利率.而是可以引人一个利率序列 ，仏， &，•••，且每个利率在相应时段的起始点就08 

已经知道.则在时刻 n &， 这样的现金债券的价值变为 B 0 exp ( £二 A 汾) • 

有必要比较一下现金债券和股票.承认债券中的随机因素（虽然事实上我们对其具体 
形式并不感兴趣）.但是与股票相比，债券的随机性是大不相同的.现金债券正如货币的时 
间价值一样，所支付和赚取的利息虽然随着时间变化，但是在下个时刻的债券价值却是确 
定的，因为它只依赖于在该时段开始时就已经知道的利率. 

为简单起见，我们仍然假设在二叉树展开的整个过程中，现金债券的利率始终为 r ， 则 

到时刻其价值为 exp ( rriSt). 


2.2.3 树是复杂的 

到这里，树的二项式结构似乎是相当随意的，或极为简化的 • 树比单一的分叉要好些， 
但它仍然不能表示股票和债券价值的连续 变化. 而事实上，我们将看到离散的情况不仅仅 
满足了我们的需要.我们最终的目标是理解当标的股票在连续时间内取连续值时无风险结 
构的局限性（或无局限），而这正是直接且自然地从这一点开始的.当&趋向于零，这个 
模型就与我们构思的模型相差无几了，或更好些.更确切地说，当我们因为其结构单纯而 
放弃树的模型之前，应该好好思考一下，将要建的模型是否会过于复杂，而无法用于分析. 

2.2.4 后推法 

事实上，在分叉模型中我们已经完成了最困难的工作.将 2.1 节中这些结论延伸到树 
模型是非常直接的.关键思想就是后推法——将构造的资产组合每次往回退一个时段，直 
到将未定权益推导到所要求的起始 位置. 

考察基于股票 S 的一个一般的未定权益.当我们研究树的一个分叉时，函数/仅依赖于 
期末所选择的节点.现在将该方法推广到未定权益，不仅涵盖其执行时 S 的值，而且涵盖 

在此之前直到那个节点的 S 的整个历史. 

股票的二叉树结构并非是完全任意的——它嵌入了节点和该节点前股价变化的路径 
(包括该节点）之间的 一一 对应关系.没有其他路径可以到达那个节点，通过该路径也不能 
达到其他的节点.也就是说，对树上特定的节点都伴有未定权益的一个 价值. 我们应当保 
证树的有限性——有终止时刻，从而可完全确定未定权益 i 在现实的金融世界中，这个条 
件不是没有道理的.一个一般的未定权益可以理解为未定权益有效时间范围内节点上的某 


个函数. 
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2. 2.5 两步过程 

在单时段的分叉模型中，我们运用了期望算子.这里，我们得花点力气建立一个由两 
步过程.=层分叉组成的树.如果行得通，再从两步过程推广开去. 



时刻：0 时刻 ：1 时刻：2 

图 2-4 时刻0的两步分叉 

假设在任何分叉中利率都是常数 r ， 则存在某个相应的^的集合，使得在；时刻的第 y 
个节点上，衍生品的价值 / C 0 可以写成： 

f ( j ) = e - rSt ( qj f (2 j ^1) + (1 - q } ) f (2 j )). 

这是在 （i + 1) 时刻，未定权益价值/(2> + 1)或/( 2 >)在 t 下的贴现期望值.故在二步树 
(图 24) 中，从节点3到节点6、7,以及从节点2到节点 4 、 5的两个分叉都与一步分叉的 
结构完全 一致. 也就是说/(3)可以由/(6)和 /(7) 表 示为： 

/(3) = e ~ rSt ( g 3 f (7) + (1 - h )/(6)). 

类似地，/(2)可以由/(4)和/(5) 表示： 

/(2) = e - r 8 t ( q 2 f (5) + (1 _ q 2 )f ⑷）. 

这里， 9; 是概率 (~ eX P (你） ~ S 2 j ) / ( S 2 j + l - S lj ) ， 例如 

s 2 exp ( rdt ) - s 4 s 3 exp ( rdt ) - s 6 

q 2 = -’ 93 = - • 

5 5 ~ 5 4 s 7 - s 6 

而前面已经得到，如果股价第一次跳跃为上升，则未定权益在1时刻的价值为/(3);若 
第一次跳跃为下降，则价值为/( 2 )_而第一个分叉，从节点1到节点2、 3 也有单一的分叉 

结构. 则它在零时刻的价值可表为 

/( I ) = e - r 8 t ( gi f (3) + (1 一 1)/(2)). 

综合以上三个方程，可得未定权益在零时刻的价值表示成如下比较复杂的形式， 

/( I ) = e ~ 2 r & l ( q x q 3 f ( l ) + 仏 （1 - ^ 3 )/( 6 ) 

+ (1 - ) q 2 f (5) + (1 - 1)(1 - %)/( 4 )). 
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对于树的期望我们还没有严格的定义，但是其大致形态已经很清楚了. 

路径概率 

沿着树上某条特定路径的过程的概率，就是各个分支概率的乘积.例如，在图 2-4 中， 

连续两次上升的概率为 At ， 先上升后下降的概率为 1(1 - %)，依此类推. 

这就是经常提到的，对独立事件，其概率相乘. 

* 

树上的期望 

某未定权益在树的末节点上的期望，等于这些节点上未定权益的价值关于达到节点 
的路径概率的加权和. [II 

两步过程的二叉树有四条路径，而每条路径上有两个概率，分别为第一次跳跃和第二次跳 
跃的概率.所以路径概率，即遵循某条特定路径的概率，应该是它们的乘积. 

则未定权益的期望为其四个结果关于路径概率的加权和.观察上述推导的表达式，对 
应“概率树”（％，〜心）的四个结果为/(7)，...，/(4)，对应概率为仏％， 9,(1 -%)， 

( 1 -^] ) ( 1 - Qi ) J 并以适当的因子卜 2 #加以贴现- 
对未定权益的定价和它的期望，两步过程的二叉树由简单的三个分支组成，依此类推. 



2.2.6 推导的步骤 

让我们回到更一般的〃时段的树的情况，从最后一层 开始. 在最后的简单分叉中所有 
的节点都对应相应的未定权益的价值并成对地出现.考虑从 U -1) 时刻的一个节点变为 n 
时刻的两个节点的最后分叉中的任何一个 • 由第 2.1 节中的结果，在树的根点构造的一个 
由股票和债券组成的无风险组合（少，少），可以得到时刻"未定权益的 价值. （在每个分支 
处，增长后的股票和债券的价值，与前面简单分叉模型中的股票和债券都是一样的 •） 

因此 ( n - l ) 时刻的节点为未定权益层 h 分支的根节点，而这些分叉的终点对应未定权 
益的套利价格 一一 (〃-1)时刻未定权益的价值不是由投资者手中的合约来决定的（合约只 
对最后一层节点有效），时要考虑套利原理.由此，我们从最后一层确定的未定权益价格开 
始，往回推出前一层节点上的确定的 价值. 这就是推导的步骤，我们将最后一层的未定权 

益往回推导了一步 • 

2.2.7 推导的结果 

重复上述的步骤，即可完成整棵树的往回反推过程 • 因为每一层都可以与其前一层分 
开而看作一步分叉过程，故从每一层都可以推出前面一层节点上的价值.我们不断重复， 
这是一个递归的过程_投资者通过未定权益的价值，得到最后一层节点上的值，而我们通 
过在每个分叉处构造组合 (</>>) 就推导出其他节点的值，并保证每一步结果都是正确的- 

最后，可以得到二叉树根节点的单一值_这就是衍生品在零时刻的价值-为什么呢? 

正如单个分叉模型中一样，存在某个投资组合（虽然在每个时刻点都会变化），无论股价变 
化走过哪条路径，组合的价值最终会无一例外地指向未定权益所要求支付的价格 • 
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现在我们对构造这样的所需投资组合的复杂度有了一定的认识.不同于先前单一的股 
票百分比函数</>，现在得到一族数，每个节点都对应一个办随着命运之神掷下骰子，股价 
在树上上下跳动，组合中的少的值也随之发生跳跃.虽然对一个确定的构造程序这似乎有 
点不合情理，但是(也，也）却与股票 一样， 也是随机的.当然，它们之间有一个至关重要的 
不同之处，（屯，也）的取值是事先确定的，比股票提前一步. 

套利原理也同样可以应用于二叉树模型.而二叉树由很多分叉构成，故强大数定律不 
再适用.所有的未定权益可以由股票和债券的投资组合复制，从而所有的未定权益都有一 
个套利价格. 

2.2.8 回到期望 

强大数定律可能会失效，那么期望呢？我们不需要概率&，但是期望算子的重现，并 

不是与分叉模型的简单情况巧合.期望算子可以与正确的结果一起出现.而且正如前一节 
中的结论，在一个适当的“概率”下，期望算子将产生正确的局部套期保值.以下我们将 
展示，基于某个适当的概 率集， 期望算子也能导致正确的全局套期保值. 

2.2.9 — 个有用的例子 

现在通过一个具体的例子，来看看这一切到底是怎样运作的.如图 2-5 中的二叉树称作 
重组的，因每一个分支都可以重新回到一起或者重组在同一个节点.这样的树更方便计算. 
只要我们记住，到末端的路径绝不止一条.树上的节点就是股票的价格^在每个节点处股 
价会以3/4的概率上升，以1/4的概率下降.（简单起见，利率为零 .） 



时刻:0 时刻 ：1 时刻:2 时刻:3 


图 2-5 重组树上的股票价格过程 

那么，在时刻3股票买人价格为100的期权的价值是多少呢？ 

通过时刻3这一列股票的值，很容易计算出此时未定权益 的价值 由上而下分别为60，20，0，0_ 

我们现在需要新的概率 g 以及未定权益价值/的 公式. 因为利率 r 为零，则等式可简化 
一些.设即将发生“向上”或“向下”的跳跃，那么（风险中性）概率9可写 成： 


now 


down 


down 


而未定权益的价值 / 就可表 示为: 



now 


9 /up + ( 1 _ 兮) / d _. 


通过计算得到在每个节点处新的概率 9 均为 1/2. 现在我们在成对的末节点处，应用上、下 
的公式，来计算倒数第二列时刻2的期权 价值. 图 2-6 显示了前面两个计算的结果. 


60 


40 


40 


20 


\ > 


10 


60 


20 


时刻 :() 


时刻: 


时刻:2 


时刻: 


时亥 [1:0 


时刻 


时刻:2 


图 2-6 时刻2的期权权益及其价值 


时刻：3 


由此得到时刻2的节点的期权价值，再重复上述计算，得时刻1上的值，依此类推. 
最终得到整棵二叉树上的值（图 2-7). 


圆 


40 


60 


25 


20 


10 


时刻：0 


时亥 ii : 


吋刻：2 


时刻:3 


图 2-7 关于期权权益的树 


零时刻的期权价值为 15. 用该公式来制定我们的套期保值策略，在任何当前时刻，我 


们应当用 






down 


单位的股票来套期保值. 
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时刻 0期权价值为 IS . 计算 令 为 （25 -5)/(120 -80) 二 0.5. 买入 0.5 个单位的股票 
需花费50,故需要再借取 35. 

假设股价上升至120 

2 S 时刻1新的为 (40-10)/( M 0-100) =0.75,按这个新的股价再买入 0. 25个单位 

的股票，总欠债为 65. 

假设股价又上升至140 

时刻2新的 杏 为 (60-20)/(160-120) =1，继续买人直至持有1个单位的股票，总 
欠债为 100. 

最后假设股价回落至120 

时刻3此时期权处于价内.我们正好卖出1个单位的股票，得到现金100,以清偿债 
务.（事实上，即使股价升至160,结果也是一样的 .） 

表 2-1 清楚地显示了随时间变化的不同过程.投资组合策略对前一时段有效，比如在时 
亥 ij i =0到〖=1之间持有也单位的股票.相应的期权价值也同时等价于新的和老的投资组 
合，例如 h 既等于也& 也等于也乂 

表 2-1 期权和投资组合的演变 


时刻€ 



上一次跳跃 

股价乂 

期权价值 K 

持有股票比例屯 

持有债券比例也 

11 ■■ 

100 

15 

一 

— 

向上 

120 

25 

0.50 

-35 

向上 

140 

40 

0. 75 

-65 

向下 

120 

20 

1.00 

-100 


以上是比较令人满意的一种情况，如果股价的第一次跳跃是向下的呢? 


时刻 


假设股价下降至80 

此时新的杏为 （10 -0)/(100 -60) =0.25,我们卖出一半的股票，将负债减 


至 15. 


假设股价上升至100 


时刻2下一个套期保值策略少为 （20 -0)/( 120 -80) =()• 50,则再买入 0. 25个单位 


的股票，负债为 40. 


假设股价又回落至80 


f 26 l 


时刻3此时手中的股票价值为40,正好抵消负债，而期权处于价外不执行，再次达 
到收支平衡（表2-2)_ 


表 2-2 期权和投资组合在另一条路径下的演变 



上一次跳跃 

股价& 

期权价值 K 

持有股票 比例也 

持有债券比例也 

一 

100 

15 

一 

一 

向下 

80 

5 

0. 50 

_ 35 

向上 

100 

10 

0. 25 

-15 

向下 

80 

0 

0. 50 

-40 



2.2 二叉树模型 
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注意到整个过程 （ S ， F ，^>， 少）与每次股价的升降有关.特别的，杏和少也是随机的，但 
它们只依赖于正好到在需要求解时刻之前的跳跃. 


习题 

2.2 设某种数字期权合约在股票价格高于初始价时能盈利 100. 重复上述计算. 


基于数学期望的结果仍然存在.在概率？下，每个末节点的概率分别为（由上而下） 
1/8,3/8,3/8,1/8,基于这些概率可计算得未定权益的期望值为 15. 但是如果用股价变动的 

概率，向上概率为3/4,向下为1/4,是无法得到上述结果的.（此时，末节点的概率为27/ 
64,27/64,9/64,1/64,由此推算未定权益的期望值为 33. 75.) 


2.2.10 结论 

综上所述，二叉树模型保证，任何未定权益相对于隐含的衍生产品在其每个节点处仅 
有一个可能的价值，否则就会发生套利.且可以向后逐步导出整棵树的未定权益的值•套 
利理论渗透于每个分叉以至全树. 

另外，每个小分叉都有自己的概率％，未定权益在该分叉的根节点的价值可表示为在 
这个 概率％下的局部期望.而局部复制策略（屯，必）的成本可以看作一个贴现的期望.整 
个局部策略链为一个全局的套期保值策略.由此，全局的贴现期望算子就给出了未定权益 


在二叉树上的价值. 

小结 




now 


S 


down 


c 

down 


/now ( 9/up + U - 9)/d 

V =f(l)=E 9 (B~ T ] X) 


own 



其中 

q ： 向上跳跃的套利概率 
/: 未定权益随时间的价值过程 
< h 组合中股票所占比例 

iff ： 组合中债券所占比例 
V ：未定权益在零时刻的价值 
St ： 时段长度 


r ： 时间段内的执行利率 
股票价格过程 
B ： 债券价格过程， B 0 ^\ 

Q :由#构成的测度 
X ：未定权益的支付 
T ： 未定权益支付的时刻 
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2. 3二项式表示定理 

期望算子是一个更一般、更具建设性的算子，它不仅局限于传统的概率 意义. 我们可 
以很自然地联想到存在着一个定理，该定理证实存在％的某个集合，使得任何衍生品都可 
以用关于这个概率分布的贴现期望算子来 定价. 有了二叉树模型，我们可以将离散模型过 
渡到连续模型 • 从形式上来看这有些奇怪，但任何启示都很珍贵，在因为在连续模型中， 
直觉往往是错的.事情还没有完.很容易将期望算子的结论推广到连续的情况- 
m 二项式表示定理正来自于这样一种思想. 

2. 3.1 图解定义 

首先必须对一些概念给出严格的 定义. 以前也遇到过这些概念，不过定义上不太严格. 
一共有7个独立的概念，我们对每一个将配上有 7 个节点的两步过程的二叉树，予以补充 
说明（图 2-8). 

( i ) 我们称股票可能的价格的集合（每个价格对应树的一个节点）以及它们之间的^ 
接，称之为过程 （ process ) S . 如图 2-9 为树上的 一 个可能的价格过程 *5. 随机变量乂表 7 K 
过程在时刻 i 的值.例如，根据是处于节点 2 还是处于3, &分别取值为60或 120* 



吋刻: 0 时刻：1 时刻: 2 时刻: 0 时刻：1 时刻: 2 


图 2-8 标注节点数的二叉树 图标注价格过程的二叉树 

29] ( ii ) 独立于过程 S ， 称树上的概率集 Ip ; 丨或分别 为测度 （ measure ) P 或 Q • 

该测度描述了每个节点向上或向下走的可能性，在节点•/处以巧表示向上的概率 • 可以选 
择较为简单的测度 P (图 2-10 a ) 所示所有跳跃都是等概的，也可以选择更复杂一些的测度 Q 


( 图 2-10b). 



二项式表示定理 2 



图 2-10 a 测度 P 



注意，在上述系统屮，可以将两个独立的成分看作一个整体中紧密联系的部分——向 
上运动的概率和向上运动的结果.或者在本质上，这并没有太大的区别，但是前几章中忽 
略这一点，那是不明 智的. 我们并不需要用现实世界中的测度 P ， 来寻找无风险组合的测 
度.那个测度是 S 的函数而非 P 的函数 • 向上运动的幅度和相互联系会影响到衍生品的价 

值，而向上运动的概率却不会影响衍生品的价值. 

过程和测度的分离并不是人为的，而是我们一切工作的基础.粗略地讲，强大数定律 

之所以失效就是因为它将 S 和 P 联合起来看，而非单独考虑 S 过程 • 

( iii ) o ■域流 （ filtration ) (乃）是到时刻 i 为止，二叉树上股价的历史.零时刻的 o ■域 
To , 就是单一节点1组成的路径，即凡 = m . 到时刻1，如果第一次跳跃为向下，则有乃 
=|1,2[,如向上，则有乃=丨1，3丨，具体到每个节点如表 2-3. 


表 2-3 cr 域流 


节点 

1 2 

3 

4 

5 

6 

7 

a ■域 

U 1 |1,2| 

(1,3| 

|1,2,4| 

11,2,51 

|1,3,6( 

11,3,7) 


这就对应于在时刻 i 达到一个特定的节点，为什么呢？二叉树的结构保证了这一点•每 
个节点只对应一条路径.^域流确定了股价变动的历史，也就确定了一个节点 • 知道了^ 
域流也就知道了在二叉树上所处的位置（至少适用于任何非重组的树） • 

( iv ) 树上的一个未 定权益 ( claim ) 是关于未定权益在到期日 r 的节点的函数•基 
于节点和路径的 一一 对应关系，也可以等价地认为，它是一个 CT 域的 函数. 例如，在时 
刻2,过程的值&是一个未定权益，比如它可以是一个敲定价为70的看涨期权的价值，或 
是在股价变化路径中出现的最大值（表 2-4). 


表 2-4 在时刻2的某些未定权益 


时刻2的节点 

& 

( S 2 -70) + 

max | 5 0 ,5,，5 2 

7 

180 

110 

180 


30 


80 


10 


120 
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续表 


时刻 2 的节点 

s 2 

( S 2 -70) + 

max | S 0 y S { , S 2 | 


72 

2 

80 


36 

0 

80 


未定权益和一个过程之间的粗略不同在于，未定权益仅定义在时刻7 1 上，而过程则定义在 
r 以前的时间段上，包括 r 在内. 

( v ) 条件期望算子 （conditional expectation operator ) • 1^ ), 将期望算子推广到了 

两个参数，测度 Q 和历史 <7域可将测度 Q 视为一概率函数，它告诉我们用哪个“概率” 
来确定路径一概率乃至 期望. 但到目前为止，我们感兴趣的仅仅是在从零时刻开始的整条 
路径±的期望，然而非零时刻的任意始点以后的期望也很 有用. o ■域流的引入，也正为此. 
3 E 对一个未定权益 X ， 兄） 表示 Z 以时刻 i 为起始点，在历史条件 A 下，其后路径上的 

期望. 我们将时刻；所到达的节点视为新的二叉树的根节点，从那里开始求未来未定权益的 
期望. 条件期望强烈地依赖于 o ■域乃的值，因此它自身也是一个随机变量 ■ 

对时刻；的每个节点而言， E Q ( XI 乃）就相当于，当我们已经到达那个节点后， X 的期 
望.举例来说，设 P 为图 2-10 a 中的 测度. 而 I 为表 2-5 中的未定权益 S 2 . 

显然，从根节点开始的是相同的无条件期望£“5 2 )，从时刻2往后没有未来发展，故 

对 a 域乃任何可能的值， 都有£!»(5 2 1乃）=5 2 . 

我们还可以将 E ^ XI ：^) 看作随时刻 i 变化的过程.在 Z = S 2 的情形可参照图 2 -11 •由 

此我们可以在给定一个测度后，将一个未定权益转化为一个过程 • 

表 2-5 关于 o * 域流的条件期望 

期望 o •域流值 价值 


E P (S 2 \To) 

E P (WJ 

E P (S 2 I^ 2 ) 


U ,31 
|1，2 丨 
il ，3,7| 
U ，3,6| 
11,2,5) 
U ,2,4) 


(180+80+72+36)/4=92 




2 


2 


(180 +80) =130 


(72 +36) =54 


180 


80 

72 


36 




2.3 二项式表示定理 


23 



图 2-11 条件期望过程 


( vi ) 一个可料过程 （previsible process ) 少=也是定义在同一棵二叉树上的过程，它在 

时刻 i 任意给定的节点上的值都只依赖于直到前一时刻〖_ 1的历 史乃+ 可料过程有什么特 
性呢？它将二叉树的历史和节点 一一 对应起来，当然它本身也是一个二叉树过程，它在零 
时刻后各个节点的值也已有定义.与主过程 S 不同的是，可料过程的值提前一个节点就知 
道了.这并不意味着直到它们发生后的下一时刻前才注意到分叉.例如， 一 个随机的债券 
过程是可料过程，因为 它滞后的价格过程也(图 2-12). 有时没有必要定义可 
料过程在零点 的值. 在我们不能预知价格如何走向时，可料过程可以起交易策略的作用 • 
这是任何排除套利（或内部交易）的模型的一个重要性质. 



吋刻:0 时刻 ：1 时刻:2 


图 2-12 可料过程&^ 

最后一个定义，或许是所有定义中最重要的一个，回答的是下面一个问题：什么是无 
风险复制测度呢？它是特别为目前的任务而定义的，还是在其他某些方面也有特殊意义呢？ 

( vii ) 称过程 S 为一个关于测度 P 以及 o •域流（乃）的鞅 （ martingale )， 如果 

E P ( S y l ^) 二 S 。 对所有的 

该式子可以理解为若 S 在测度 P 下为一个鞅，表示基于时刻 i 的历史，在测度 P 下（我 
们显然需要一个测度来讨论正式的期望，否则毫无意义)过程 s 在时刻 y 的未来的期望值就 

是过程在时刻〖的值. 
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本质上，过程 S 在测度 P 下没有漂移项，在期望算子 E P 下没有上下偏移.如果过程在 
某个时刻的值为100,那么在 P 下此时的条件期望值就是 100. 

例 （1) 平凡的 例子： 取常值的过程，在任何可能的测度下，都是一个鞅. 

例 （2) 图 2-10 b 中所示的过程 S 就是在测度 Q 下的一个鞅.比如， E q ( S , I JT 0 ) 等于 

y Xl 20 +y X 60 =80,而 80 正是 S 。 的值.更复杂一点，如果第一次跳跃为向上的话， 

E Q ( S 2 丨等于 | xl 80+|~ x 80 = 120, 同样也就是第一个跳跃向 上后乂的值. 向下跳跃 
以及其他情况也都可以分别 一一 检验之. 

例 （3) 条件期望过程乂=£“5 2 1乃）为一个？-鞅.由定义，我们只要验证 E ^' IJ 。） 
等于/ V 。.此即 ， y xl 30 +y x 54=92. 

其中最后一个例子，为一个普遍结论的特例. 

I 未定权益的条件期望过程 

对于任何一个未定权益 X ，过程 E P UI 乃）始终是一个 P - 鞅. 

为了证明这一点，要用到下面一个公式， 


Ep(E P (JI Fj) I Ti) = £!>(1 丨乃），对纟矣 / 


换句话说，先基于到时刻 * /的历史，再基于到更早的时刻〖的历史，就相当于直接基于 
到时刻 i 的历史.这就是所谓的塔形定律. 

在这条定律下，要验证一个过程是否为 P - 鞅过程，只要将&与它最终值的条件期望 E P 


相比较.如果一致，则该过程为一个 P - 鞅. 

我们应当慎重地看待对 P 的依赖性.过程 S 本身不能成为一个鞅，而是一个在测度 P 下 
的鞅，一个 P - 鞅.当然，同一个过程可能对某个测度而言是鞅，对另外一个测度则不是. 
例如，我们用来举例的过程 S 就不是一个 P - 鞅（因为图 2-9 与图 2-11 是不同的），但它是一 
个 Q - 鞅，其中测度 Q 由图 2-10 b 给出. 这样的一个测度 Q ， 就称为过程 S 的鞅测度. 



2.3.2 


验证 E q ( S 2 I ： TJ 等于乂，从而证明 S 是一个 Q - 鞅. 

二项式表示定理 


现在我们可以写出这个定理了. 

二项式表示定理 

假设测度 Q 使二叉树价格过程 S 是一个 Q - 缺. 如果 TV 为另外一个 Q - 鞅，则存在一个 
可料过程小，使得 






2.3 二项式表示定理 
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% 二％ + 

“1 

其中， AS ,：^ 5 t - Sw 为 S 从时刻 i -1 到时刻 i 的变化量 ，也 为小在时刻 i 相应节点 
的值. 


从坑 到％的值可以在相应时刻的前一步 知道. 利用我们事先已经做好的铺垫工作， 
我们可以用形式的但直观的方法来证明该定理.以后我们对此类操作应习以为常. 

考察从时刻 i - 1的一个节点向上或向下运动到时刻：的两个节点组成的单个分叉•树 
的结构保证了在乃^之后， 乃有 两种选择，分别对应于向上或向下跳跃.过程 S 和过程 /V 


在分支上的增量分别为 


* 

* 


AS, = s, S t _, 和 A% = /v. - yv, 


这些增量的可变性包含了对于分支本身几何状态的依赖（图 2-13). 
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图 2-13 分叉的图形（过程 *5 在左，过程#在右） 

由于只有两个分叉，故依赖于分支的随机变量完全由其幅度和一个仅依赖于乃-,的常数 
偏移量所 确定. 所以，如果我们想要从一个随机过程出发，建立另一个随机过程，惯用的 
做法是基于一个尺度变换（与幅度匹配）和一个漂移项（与偏移匹配）进行构造， 

先考虑 尺度. 向上和向下跳跃之间的差距幅 度为： 对5是私=，对/ V 是 
n up - ^ down . 两者都仅依赖于所以可以定义也为这些分支幅度的比率，即 


4> 


8n 


现在再来看漂移项./ V 的增量 A / V t 应等于尺度增量也么乂加上一个偏移项 I 这个 k 仍 
然仅依赖于 A - i ， 即 


AN , =小城 + k ， 对由;可知的屯和 A 

但是 S 与/ V 都是 Q - 鞅， mEQU / VJU 和 E Q ( ASJU 都为零，即增量在 历史尸 q 下的条 
件期望 为零. 比例因子也为可料的，因为它在时刻纟 - 1就可以知道，因此可推出 
( c^jASj I Ti ~\) =0,偏移项 fc —定也为零 (0 =0 + k ). 

所以， 一 般的尺度和漂移项在 S 和#都是 Q - 軟的情形下只有一个尺度 变化： 
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A % = c^ASp 

将所有这些增量归纳起来，就给出最终我们想要的结果. 

2.3.3 在金融中的应用 

上述的定理只是一个关于二叉树过程和测度的正式的定理，在我们的证明中，既没有 
考虑股票和债券的资产组合，也没有考虑套利或市场应用.在 2.2 节中，我们经历了很多 
与此类似的步骤，但是还没有形成一个金融的结论.那么怎样将二项式表示定理用于定 
QS 价呢？ 

在市场的二叉树模型中，股票服从于一个二叉树过程 S . 如果存在一个测度 Q ， 使得 S 
在 Q 下为一个鞅，就可以应用表示定理，用股票价格来表示另外一个鞅％_定理中的可料过 
程小可以视为复制策略.在每个节点可以买入适当的也份股票，并以鞅％来确定收益和 
损失. 

我们可以一步一步地将鞅与实际匹配起来，从起始处开始，在结束处完成，细化到各 
个 地方. 如果鞅最后以一个未定权益结束，那么就合成了这个未定权益 • 

当然，还有两个未尽 之事. 首先，我们有了一个未定权益 X ，但未必是一个鞅.虽然 
希望能以一个未定权益结束，但是未定权益未必如期出现 • 它不是一个过程，而是个随机 
变量. 其次，除了股票，还要考虑一个现金债券.直觉告诉我们，二项式表示定理中的屯 
将在正式的复制策略中发挥巨大的作用，但根据前面的记号，还需有一个也，对股票的持 
有必伴随对债券的持有. 

首先，未定权益 叉是一 个随机变量，但前面已叙述了将随机变量转换成过程的一个技 
巧. 给定任何测度 Q ，可用条件期望算子来构造过程 

E , = E q ( X \ r t ). 

更妙的是，就像我们已观察到的那样，无论选取什么测度 Q ，尽都自动地是一个 Q - 鞍•因 

此，如果选取了0使 A 为一个 Q - 鞅，则适当的仏也同样是一个 Q -鞅. 

现金债券又如何呢？最终不得不进行略为繁琐的计算，但是直觉能告诉我们答案可能 
是 什么. 现金 债券圪 代表了货币的增长——今天的$1与时刻 i 的$1是不相同的，事情都 
是相当的，今天的1美元就相当时刻纟的成美元_但是，我们希望在一个没有货币增长的 

市场中考虑问题，于是可以简单地将这个因子去掉. 

债券过程 A 是正的，可料的 • 不失一般性，可设 
[37] ( i ) 就像本身一样，过程仏 -1 是另一个可料过程，称为贴现过程 （discount process )• 

( ii ) 定义该过程就像已经定义过的 *5 —样，共存于同一棵二叉树上，称 

为贴现的股价过程 （discounted stock process ). 

( iii ) 价值也是一个未定权益，由于它是 Z 到 S 上的简单映射，就如 s —样， 

为 Z 上的一个未定权益，称为贴 现的未定权益 （discounted claim )• 

接下来是什么呢？ 
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2.3.4 复制策略 

下面将解决这个难题，有了测度 Q ，使 Z 成为一个 Q - 鞅，又有了未定权益 X ，则可由 
通过求条件期望得到一个 Q - 鞅过程，由二项式表示定理，存在一 
个可料过程0满足， 


Ei = Eq + [ <j) k AZ k . 

h = \ 

现在考虑以下的复制策略：在时 刻纟， 买入证券组合 n t ， 包含 
•也 + 1 单位的股票5， 

• h = (£ ( -屯+义- 1 *^)单位的现金 债券. 

在初始的零时刻， n 。 等于扣 即建立该组合的成本_ 由于伞 
和岭为可料过程，同样易得中1和* 

那么下一个时刻会怎样呢？在两个时刻之间所持有的安全组合在下一时刻的那一瞬间 
它的价值就发生了变化， n 。 的价值变为 

= B,(E 0 +4> 1 ( B 「 1 S 1 - Bo ' So )), 

而 - b 。= 现在可以应用二项式表示定理来化简上面的表达式：在时刻1， n 0 

的价值就等于^ 
在时刻1的复制策略是买入新的组合 n ” 无论 s 怎样变化，也就是说无论 o ■域尸实际 

包含什么，组合 n , 的成本都正好等于前面算出的结果： 

因此，我们可以兑现 n 。 来得到 rip 依此类推，在时刻纟，组合 R 的买入成本为仏仏， 

到时刻 1 则变为及 +1 & +1 ，即下一个新组合的成本.这种复制策略称为自融资的 （ self _ 
financing ). 最终，在时刻结束的自融资策略 n r _ i 的价值，就是 X ，也就是我们想 
要得到的未定权益 I . 

2.3.5 套利 

显然未定权益 尤的价 格为& ( B / x ) ——在鞅测度 Q 下关于贴现股票 Z ， 贴现的未定权 

益的期望值 • 而且它是套利价格，因为对任何其他价格，只要适当的应用策略（也，*/0来复 

制未定权益都能挖掘出无成本的收益.大可不必对此吃惊-只要简单重复 2 . 2节中的过 

程 即可. 但是通过正式的讨论，已经让我们对整个过程有了一个总的概念和一些重要的 

结论. 

2.3.6 自融资过程的存在性 
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第一个结论是，在二叉树模型中，可以创建一个自融资策略来复制任何未定权益.自 

融资确切的含义是什么呢？设定交易策略在 时刻〗 的价值为 K ， 令它为 时刻〗 证券组合 Q 
的初始价值，即 K =屯 +1 \ +也 + 1 足.称这个策略是自融资的，如果证券组合 rty 在时刻 i 
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结束时的值正好等于用符号表示的话，在交易策略中融资的缺口 

~ < f ) i S l - 


必须为零. 

另一种表示自融资策略的性质的方法，来自策略价值过程的变化 AK t = K t 

= < l ? l AS l 4 - if /, AB i + D - 

在时刻 i 资金缺口从为零，当且仅当从时刻 i -1 到时刻/策略的价值变化，仅仅取决于股 
票和债券的价值变化. 

正式地说： 

自融资套期保值策略 

给定一个有一种股票 S 和债券 B 的市场的二叉树模型，称（也，也）为一个可复制一 

个未定权益 X 的自融资策略， 如果： 

( i ) c /> 和少 都是可料的； 

( H ) 由复制策略定义的证券组合的价值 V 的变化遵循以下差分方程 

AF . + 也 AB ;. 

其中-\_ 1 为时刻/-1到时刻^的股价变化，而相应的 B 的变 
化； 

( in ) < f > r S r + 中 t B t 就等于未定权益 X . 


2.3.7 贴现的未定权益在鞅测度下的期望 

第二条结论是，二叉树模型中，任何衍生品的价格都是贴现的未定权益在测度 Q 下的 
期望，其中测度 Q 使贴现的股票过程成为一个鞅. 

期权定价公式（离散情形） 

一 个到期日为 r 的未定权益 x 在时刻〖的价值为 

乃）. 

为什么？准确地说，因为由二项式表示定理给出一个自融资策略，要求从这个值开始， 
最终在 r 时刻达到未定权益，而没有风险. 

2.3.8 Q 的存在性和惟一性 

回顾一下可得到以下结论，在离散情形下，对于任何敏感的股票过程 S ， 都存在一个惟 
S ] 一的鞅测度 Q ， 使得贴现的股票过程巧 1 A 为一个 Q - 鞅. 
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2.3.9 结论 

现在将结束对离散模型的讨论，我们已经得到了所需的一般的定理.任何基于股票的 
未定权益都隐含着，与任何时刻标的股票价值相联系的衍生产品，通过复制策略给出了这 
个衍生品的套利价格.如果市场上的任何玩家想要打破该策略，就会提供他人以套利 财富. 
套利价格为贴现的未定权益的期望，且仅仅是在一个特殊的测度 Q 下的期望，该测度使贴 
现后的股票过程为一个鞅. S 所服从的真实的测度 P 是与之不相关的.复制的策略为一个自 
融资策略，无论 S 怎样变化都能生成该未定权益. 


2.4 对连续模型的启示 


在离散模型的启发下，来看看连续时间情形是怎样的.不十分严格地说，缩短离散模 
型的时间间隔，可以逼近连续 模型. 事实上，可以证明，一个含固定增长率和噪声常数的 
自然离散模型，在原来的测度 P 和鞅测度 Q 下，可以逼近一个对数正态分布.它还可以引申 
出 Black - Scholes 期权定价公式.在下一章节的末尾我们给出其严格证明 • 


2.4.1 带常值股票增长和噪声的模型 

模型以时间间隔&为参数，当它越来越短时，模型就会越接近一个连续时间模型•另 
外还有三个给定的常数参数：噪声特性 cr ， 股票增长率) a 以及无风险利率 r . 

现金债券 A 有简单的形式 A = exp ( rt ) ,与时间间隔长度无关 • 

股票过程建立在一棵重组二叉树的节点上，从某个特定节点的值$出发，沿着下一个 
向上或者向下的分支，达到新的价值 


s exp (fi 8 t + a vSt ) 
s exp(/i St - cr VSt ) 


如果向上， 
如果向下. 


上跳或者下降的概率相同，处处都是 P = 1/2. 

对于一个固定时间 G 如果设定到《为止共有 a 个时刻，则〃 =«/&，且有 


S t 


S 0 exp fjit 



2X n 一 
Jn 
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其中夂为 n 次独立的跳跃中向上的次数.从而随机变量 A 服从均值为 n / 2 ，方差为 n /4 的 

二项式分布，故 (2 X n - n)/VK 的均值为0， 方差为 1. 由中心极限定理，这种分布将收敛到 
一个均值为0方差为1的正态分布 • 于是，当&变小而 〃变 大时，4的分布就趋向一个对 
数正态 分布. 换言之 ， log S t 服从均值为 log S 。 +声、方差为的正态分布 • 
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2.4.2 在鞅测度下 


以上是在测度 P 下的情况，那么在测度 Q 下呢? 
根据我们的公式，鞅测度的概率^为 


q 


S exp ( rSt ) - 5 down 



- S 


down 


_ 


可以求得 g 的近似公式 



因此在 Q 下，仍服从二项式分布，但是此时均值为叫，方差为叫 （1- g ). 

也就是说， （2 A - n ) 的均值为-况从+ ^~ cr 2 - r )/ cr ， 方差渐近趋向于 1. 再次运用 

中心极限定理得，它收敛到一个具有相同均值和方差为1的正态随机 变量. 相应地 A 仍服 
从对数正态分布， logS , 的均值为 logA + Q -^ W ， 施为 ah ， 可以表示为 




S 0 expla^Z + (r - 



其中， Z 在测度 Q 下服从正态 W (0，1) 分布 • 此时我们已找到在鞅测度9下的边际分布 • 


2.4.3 看涨期权的定价 

如果 X 为到期日为敲定价为的看涨期权，就有 X = 则它在零时刻的价 


值为 

E Q ( B ^ X ) - E q [ ( S 0 exp(cr /TZ - - ycr 2 r ) - k exp ( -#))、• 

在第 3 章中，会发现它就等于下式 



其中，<!>为正态分布函数少 U ) = Q ( Z 矣 x ) ，这就是 Black - Scholes 公式了_我们将在下一章 


431 中证明之. 
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股票价格不是树.上一章中讲的离散树仅仅是股票价格实际波动在形式上的一个逼近. 

在实际中，股票价格在任何瞬间都可能改变，而不是只在重新平衡投资组合时的某些固定 
的时刻变化.对于一个仅仅有向上或向下的跳而言，当跳跃时间间隔越来越短，得到的树 
会有越来越多和越来越短的分支，二元选择就变得很复杂.这样的树长得太复杂了，以至 
于我们看不到整个树干了. 

在连续领域内，我们必须从头开始.离散模型对我们有所启示——从那里得到的灵感 
很有帮助.但是，基于令&趋于0的极限讨论将变得很危险而不能严格地使用.我们将得 
到一个鞅表示定理，它是无风险复制的基础，并且它也为一个鞅测度，为正确运用期望算 
子做准备.直观上我们很难将过程和测度分开来，此时需要用到微积分的知识.测度变换 
在很大程度上影响一个过程.我们不能在更一般的意义下进行下去——我们将着重考虑 
Brown 运动和与其相关的东西.如果要在这一章中指出一个最值得称道的基本原理的话，那 
么它就是 Brown 运动的完善性足可以生成我们感兴趣模型，它又是足够简单和易于处理的. 

在对连续过程工作的微妙之处进行了解之后，那么对于我们而言，一个建立在 Brown 运动 
上的简单积分就足以解决问题了. W 

3.1 连续过程 

我们需要随机性，在离散的股票价格模型中，我们没有用到熟悉的随机过程，而仅仅 
局限于二叉树上.我们是从简单的模型入手，希望从基本材料中来构造（可做适当调整） 

足够复杂的市场模型.单纯的二项式分叉是构造“现实”市场的基础.在连续领域中，我 
们也需要一个类似的基础——简单，却能作为现实的一个合理的出发点. 

什么是连续过程？这里共有三方面的法则.首先，它的值在任何时刻都可以改变，并 
且随着时间的变化而 变化； 其次，它的实际取值可以表示成任意细分的数——即取值可以 
为任意 实数； 最后，这个过程是连续变化的——其值不能有瞬时的跳跃.换句话说，如果 
其值从1变到了 1.05,那么，它必定经过了两者之间的所有数，尽管很快 • 

至少作为出发点我们可以认为股票市场指数或单个证券的价格就有这样的 行为. 尽管 
它们波动急剧，但是说它们没有连续过程的行为也不是很现实. 

早在1900年， Bachelier 就分析了巴黎股票交易的 运动. 后来人们又进一步研究，把价 

格比作一个特殊的连续过程——这个过程是由气体微粒的随机运动得到，或者称为 Brown 
运动（图 3-2) - 
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图 3-1 UKFTA 指数，1963—92 图 3-2 Brown 运动 

两者有惊人的局部相似性——都有相同的凹凸不平性，并且当比例尺度有所变化时， 
45] 仍有相似性，这些凹凸不平并没有变得 平滑. 但是就整体而言，相似性减退，图 3-1 和图 

3-2 就不一样. 直观上来说，股票指数的整体结构是不同的.随着时间的推移，股票价格指 
数在增长，变得越来越“噪声化”，并且不为 负值. 因此， Brown 运动不能描述整个过程. 

但是我们只需要一个基础，单纯的二项式分叉体现不出实质，不能进一步研究.而 
Brown 运动被证实为一个构造连续过程相当有效的要素-局部 Brown 运动比较符合实际. 


3.1. 1 Brown 运动 


植物学家 Robert Brown 首次观察到气体微粒在连续碰撞下做不规则运动 • 大概一个世 
纪后，此运动的数学模型才正确地发展 起来. 分析 Brown 运动的第一步是构建一族特殊的过 

程，它们由离散二项式过程 构成. 

随机徘徊 W n { t ) 

对正整数〃，定义二项式过程: 

( i ) W n (0) =0, 

( ii ) 层距为1/… * 

( iii ) 向上跳和向下跳的幅度相等，为1/^， 

( iv ) 测度为 P ， 假定向上和向下跳的概率处处相等， 为 1/2. _ 

换句话说，如果&，&，…是一列独立的二项随机变量序列，取+ 1和 -1 的概率相等， 
那么，％在第；步的值定义为 


W 


n 




对所有的 i 多 1. 


前两步见图 3-3. 当 n 变大时，％将会怎样呢？ 

当 n 变大时，这组图像（图3_ 4 )不仅没有超出限制，反而稳定下来趋向于某事物 • 波 

40 动幅度+=使得其在某种意义上收敛.我们是否能作一个正式的陈述呢？例如，我们考虑％ 

4n 

在1时刻的 分布： 对特定的 I ，设它可取到从-斤到▲之间的 n + i 个可能值.但是它的 
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分布期望为零，方差为 1. (这是由于％ (1) 为〃个独立同分布随机变量的和，每个随机变 

■ 

量的期望为0,方差为 1.) 

n 



时刻:0 时刻： 1 /n 时刻 :2 Ai 

图 3-3 随机徘徊疋„的前两步 




图 3-4 16 , 64 , 256 , 1024 步相应的随机徘徊 

进而，中心极限定理给出了这些两项式分布的极限.当 n 变大时， R ( l ) 的分布趋向于 
(标准）正态分布#(0，1) • 事实上， W n ( t ) 的值为 

， Tit 

w n (t) =Vt( U). 

\ ^/nt I 

由中心极限定理知，括号内分式的分布趋向于正态分布 • 因此，％ («) 的分布趋向于正态分 

布 / v (( M ). 

在这一族分布中，还有一个形式上的统一，即所有的边际分布也趋向于相同的正态结构. 
不仅仅是所有的边际分布如此，所有的条件边际分布也是 如此. 每一个随机徘徊 I 都 
具有这样的性 质：从 一定点出发，它未来的运动不依赖此点的位置（并且不依赖在此时刻 
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以前的运动）.另外，将来的位移 [ G+G - I ⑴也服从期望为0,方差为 f 的两项分布. 
再一次应用中心极限定理，可得到一个相同的极限构造，他们的所有条件边际分布趋向于 
一 个有相同期望和方差的正态分布. 

边际分布收敛，条件边际分布收敛，故顺理成章可认为此过程的分布也收敛.虽然此 
处我们不打算建立详细的数学框架来阐述此论断的意义，但事实上确是如此， R 的分布收 

敛，并且收敛到 Brown 运动. 

定义 如下： 

_ ■ • ■ _ __ _ _ _ _ . . _ - ■ ■■■■■■ ■■ — 1 ~ n ― ■ ■■国 | 

Brown 运动 

一个过程『=為0)是 P - Brown 运动当且仅当 

( i ) R 为连续的， 并且％ =0， 

( ii ) 在测度 P 下，％的分布服从正态分布 ~(0， f )， 

( iii ) 在测度 P 下，增量见 s + t - R 服从正态分布 7 V (0,0, 并且独立 于兄， 其中尸为 

m 直到时刻$为止整个过程的历史行为. __ 

上述条件是过程疋为 Brown 运动的充分必要条件 • 最后一个条件尽管是离散过程 
%(0特性的重复，但这也是很微 妙的. 许多有 #(0， t ) 边际分布的过程并不一定是 Brown 

运动. 和离散领域中一样，在连续领域中起作用的不仅仅是边际分布（在过程在零时刻取 
值为0的条件下），还包括在 JT S 条件下的所有边际 分布. 然而事实上要检验能得到 Bmwn 微 

积分的这些条件是一项很复杂烦琐的任务. 

习题 


3.1 如果 Z 服从正态分布 / V (0，1) ，则过程毛=#为连续的过程，且边际分布为正态 
分布 N ( Q ， t )， 那么 X 是否为一 Brown 运动？ 

3.2 如果％ 和見为两个独立的 Brown 运动， p 为 -1 和 1 之间的一个 常数. 那么， 
过程尤 = pW t + p " W t 为连续过程， 并 且边际分布为 #(0， f ). X 是 否为一 Brown 运动? 



露要注意的是， Brown 运动很特别，下面不加证明地给出了它的一些不规 则性： 

尽管 TF 处处连续，但是它（以概率1的）处处不可微- 

Brown 运动最终能到达任意一个实数，不管此实数有多大，或者为多么小的负数•它 
可能在坐标轴上方百万个单位处，但是，在后来的某个时刻它终将（以概率 1) 重 


新返回到 0. 

• 一旦 Brown 运动到达某 一点， 它将很快到达此 点无限 多次，并且在将来也经常到达 
此点. 

•不管用什么尺度来研究 Brown 运动，它看起来都是一样的， Brown 运动是一个分形. 
通常称 Brown 运动为 Wiener 过程，它是 （ 一 维的） Gauss 过程 • 


3.1.2 作为股票模型的 Brown 运动 

如果把 Brown 运动看作为股票整体走势的模型，我们还是有所 顾虑. 但是我们可以不 


直接用它. Brown 运动是随机徘徊，期望为0,而在正常情况下，一个公司的股票以某一速 
率增长.从历史观点来说，如果仅仅因为通货膨胀，我们希望此价格增长.但是我们可以 
人为地加一个漂移.例如，过程 S t = %就称为带漂移的 Brown 运动，其中， M 为某常 

数，它反映固定的增长. 

如果看起来干扰太多，或者干扰不够大，我们可以用一因子来改变 Brown 运动的尺度. 
例如， S , = aW t ^为一常数，称为干扰因子 • 

看看模型使用的效果.考虑图 3-5 中所给的股票市场的数据.我们可以估计 (7 和 / i 使 
之拟合得最好（在本例中 cr =91. 3 ， p =37. 8) ，以此来模拟一个样本 轨道. 



图 3-5 带漂移的 Brown 运动 


可以看到不是很差，此过程有长期向上的走势，这正如我们所盼.但是，在这个特殊情况 
下，有一个小小的 问题. 此过程到达了一个负值，对一个有限责任公司股票而言，这却是 

不希望出现的情况. 

习题 

3.3 证明对所有的 a ( cr ^ O ), / x 和 r >0, 总存在一个正概率，使得 S r 为负 • （提 示： 

考虑心的边际分布 .） _ 

直接用 Brown 运动来描绘股票市场是有很大风险的.不妨考虑对过程取指数 

X t = exp {( rW t + fxt ). 

现在可以反映出股市长期的指数增长（在适当的测度下，从无扰动，变动到扰动越来 
越大) t 再次找恰当的 o ■和 g 的值 （( r =0. n 8, ^=0.087. 即噪声率为0.178,年漂移率为 

8.7%)使之拟合得最好，我们可以模拟一个样本轨道（图 3-6). 

这个过程很有名，通常称之为带漂移的指数 Brown 运动，有时也称之为带漂移的几何 
Brown 运动 • 它不仅可以作为股票模型，在后面我们还会看到其他一些这方面的例子.它很 
简单，又不是很糟糕 • （如果没有标题，你能区分下页两幅图吗？） Brown 运动给我们提供 

一 个强有力的构造基础. 
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3.2 随机积分 

用函数来描述 Brown 运动是有效的，但也给我们带来了复杂性.考虑任一光滑（可微 
的）曲线，就整体而言，它可能有任意的形状，这是由于可微这个条件并不是在大范围内 
起作用.选定一小部分用显微镜放大它.在图3- 7 中，我们聚焦于给定的可微曲线上的一 

点，它在％轴上的坐标为1_ 7，每一次放大率为10倍. 

然后我们从左到右、自上而下地看图.将每一个小框放大，形成下一个图的框架.随 
着此过程的继续，图中的曲线片断变得越来越光滑，趋向于直线，最终，它变得笔直 
了——成了一条直线. 





图 3-7 在点 1. 7处放大的过程 

不管可微函数在整体上怎样变化，但在实质上，它们都是由直线片段构 成的. 牛顿微 
积分就充分体现了这一点 • 

利用牛顿构造法，我们就可以用构造基础——直线，来详细表明局部的构造，从而构 
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造一组性质较好的函数.在 f 时刻经过无穷小时间间隔&后， 牛顿函数 /值的改变量可以表 
示为 

Aft = M 丸 

其中 A 为尺度函数，是函数在《时刻的斜率或将函数放大为直线的漂移. 

现在可以研究牛顿函数的本质了，考虑 例子： 

(1) 方程 M 为一常数./是什么？它看起来是什么样的？它的整体形状是怎 
样的？我们能否把它画出来呢？如果我们把斜率为 M 的小的直线片段连在一起，直觉告诉 B 2] 
我们，我们得到了一个斜率为 / x 的 直线. 假设/。=0,就可以（正确地）猜测，可以将/表 

示为较熟悉的形式/ =声. 

(2) 方程 d / t = t ( k 此处，在 f 时刻斜率为那么，它看起来是什么样子的呢？简单 

的积分就可以解决这个问题 • 若 / Q =0, 那么我们就可以锁定 y ; 此过程稍难一些， 

但是我们可以设法解决它 • 可以通过 微分： //=( 来检验，它正是我们所求. 

然而它们是否具有惟一性呢？在第一个例子中，从直觉上我们可以排除其他解的可能 
性_但是，在第二个例子中又会怎样呢？这种构造方法 （4/；= fck 告诉了如何构造/；，并且 

给定一初始点和一个确定的构造方案，我们应该生成惟一可能的 / t ) 表明是惟一的 
解，我们可以将之公式化. 

I 牛顿微分的惟 一 性 

在这里惟一性有两个互补的形式起 作用： 

•如果 y ; 和/为两个可微函数，在0时刻相等（/。=/ 0 ), 并且有相同的漂移 （4/; = 

也），那么，这两个过程 相等： / = /，对任意的《成立.换句话说，对于给定的漂 

移仏 （和/。），/为惟一的. 

•其次，给定一个可微函数/，则存在惟一的一个漂移函数 a 满足/, =/。+ ][/4山（对 
任意的 0. 因此，对给定的/， M 是惟一确定的 • 

如果不直接给出漂移 A ，漂移本身依赖函数当前的取值，那么我们就碰到难题了•特 
别地，如果漂移 项仏为 M / d ) ，此处，为已知函数，那么， 

df t =^ i ( f t , t)dt 

称为常 微分方 程 （ ordinary differential equation ，简记为 ODE )，若存在 一 个可微函数 /( 给 

定 / c ) 满足此方程，那它就是方程的一 个解. 有许多常微分方程没有解，还有更多的常微 
分方程的解不惟一.（常微分方程解的惟一性不能由以上方框中所示的牛顿微分的惟一性 

导出 .） ^ 

(3) 方程 4/;= y ；( k 现在的情况更复杂了，因为直接积分不能得到方程的解 • 可以猜 
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测/ ( =^，并可以通过微分来检验其正确性.当/。=1时，解恰好惟一. 

(4) 方程 d /；=/； r 2 ( k ， 这是一个更糟糕的 情况. 此处，解不一定存在，也不一定惟一. 

若给定/。=0,则方程有无穷多个解，/; = a exp ( - ,对任意常数 a 成立.然而，当/ 0 _ 

V 

0时，方程没有解. 

也许牛顿函数的性质还不够好.尽管常微分方程是一个强有力的构造工具，然而，它 
们也有不利之处，有许多“不好”的常微分方程我们就不知道怎样去研究它们. 

3. 2.1 随机微分方程 


如果用牛顿微分不好解方程，不妨构造一个基于 Brown 运动的过程，放大 Brown 运动 
并不能产生一 1 条直线（图 3-8). 





0.5116 0512 0.5124 
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图 3-8 放大的 Brown 运动 

和前面的一样，在水平和垂直方向采用适当的比例尺，将方框内的图像变换得到下一 
个图像 Brown 运动的自相似性说明，每一个新的图像仍为 Brown 运动，如同噪声_ 

然而，作为构造基础，这种自相似性却是理想的-我们可以从许多局部的 Brown 运 

动片段来构造整个的 Brown 运动，还可以由小的 Bnrnn 运动片段（选取适当的比例）来构 
造一般的随机 过程. 如果用直线（选取适当比例）来构造，就可以把牛顿函数也包括进 


去了. 

一个随机过程尤是含有基于也的牛顿项和一个 Brown 项一 
量，我们就称之为 X 的 Brown 项还可以有一个噪声因子 A . 


它是基于取的无穷小增 
因此，尤的无穷小增量为 


dX t = cr t dW t 

和牛顿微分一样， 漂移仏 可以依赖时间 I 也可以为随机的，依赖直到时刻$为止 z 
(或实际是 W ) 自身的 取值. 噪声因子％也是如此.像1和0•这样的过程，它们在£时刻的 
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取值依赖着过去的历史而不依赖将来，这样的过程称之为关于 Brown 运动的过滤7 
适应的. 

我们称 A 为过程尤在时刻£的波 动率， 仏为过程在时刻《的 漂移. 

3. 2.2 随机过程 

这样的过程的全貌是什么样子的呢？就像牛顿微分一样，要找到这一点，必须以某种 
方式对随机微分进行积分才行.现在可以给出（连续的）随机过程的正式定义了. 

随机过程的定义（见方框）并不是普适的.特别地，它不包括不连续的情况，例如 
Poisson 过程.然而，对我们以后将要遇到的模型而言，这已经足够了_ 

一个技术上的条件是7和 M 必须为关于 J 可料的过程 • 这意味着他们是关于过滤7是 
可适应的，他们可以有一些不连续的跳.就随机分析而言，是把随机过程定义为半鞅，其 
漂移项绝对连续.这一类随机过程在后面用到的所有算子下都是闭的，并且，我们要考虑 

的所有模型也都在其中. 

当这些都满足时，我们可以给出关于惟一性的结论来反映此经典的构造. 

V 

随机过程 

称一个随机过程 X 是一个连续过程（毛4^0)，如果 A 可以表示为 

X t = X 0 ^ j^dWs + j^ds ， 

其中 a 和 p 为随机的、关于7可料的过程，并使得 f ( 〆 +1凡丨 ） 心对任 意时刻〖（以概 
率 1) 都有限，这个等式的微分形式可以写为 

dX t — <j t AW t + jub t dt. 


I 波动率和漂移的惟一性 

惟一性有两个互补的形式在这起作用. 

•首先，当过程不和足在0时刻相等 （不) =足>)，并且它们有相同波动率 A 和漂移 

那么，这两个过程相 等：忑 = x t ,对任意的《都成立_换言之，给定 A 和仏 
(和尤 0 )，尤是惟 一 确定的 • 

-•其次，给定过程 X ，仅有惟一的一对波动率 q 和漂移队满足尤=^0 + + 

(对任意的 t ). 对于给定的 X ，％和/ X ,的惟一性由 Doob - Meyer 半鞅的分解定 
理得到. 

在特殊情 况下， 当 cr 和 / x 对 F 的依赖仅是通过对尤的依赖而体现时，例如 A =< rU t ， 

0 ,其中为某个确定的 函数. 此时称方程 

dX t = <r(X t ^t)dW t +jLi(X t ， t)cU 
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为X的随 机微分 方程 （stochastic differential equation ，简记为 SDE ) • —般情况下，写出给定 

过程X的随机微分方程（如果存在的话）要比给出随机微分方程的一个显式解要更容易些 • 
就像在牛顿情况 （ODE) 下一样，一个随机微分方程不一定有解，即使有解，也不一定惟 
随机微分方程的引人将过程从严格的定义拓宽，包括了过程的随机微分，这些过程的 

m 波动率和漂移不仅依赖于尤和《，还依赖历史乃中其他的事件. 

现在，我们是否能够认识所构造的这些过程了？或许就 Brown 运动％ 而言，我们是否 

有所掌握呢？ 

在简单情况下， o ■和 g 均为常数时，意味着X有常量的波动率和漂移， Z 的随机微分 
方程为 


dX t = crdW t + /juAl 


不难猜出，它的解为 


X t = oW t + fJLt 

(假定1。=0).即使对％和 d% 了解甚少，但是它也给了我们信心，让我们认识到 CT% 的 
微分为 (jd%. 当 o ■和 At 独立于X时，惟一性的结论能够提供这是惟一解的部分证明 • 

但当考虑稍微复杂的随机微分方程（与牛顿常微分方程例 （3) 相对应）， 

dX t = X t ((rdW t + jub dt ), 

我们则无能为力. 

3.3 It 8 微积分 

直观上的积分是不够的.我们需要工具来处理微分方程，就像牛顿微积分学中有链式 
法则、乘积法则及分步积分法等等那样 • 

再看看牛顿微积分 • 假定有一个关于 Brown 运动的函数/，设/(%)=脔.我们能否用 
简单的链式法则来求得随机微分 d/ t ? 在牛顿法则下， d(W 2 t ) 为，我们必须通过积分 
来检验.因为 

m 如果 j[d (<) = 2 ^ W s dW s , 那么= 2 ^ W s dW s . 

下面来处理/ W s dW s . 对某个 a 将时间区间 [0，f] 做一个分割 \0 y t/n,2t/n,... 9 (n-l)t/n y t\ ,然 
后在此分割上求和来近似积分，即 

- ^普)). 


括号内的差恰为 Brown 运动从一个给定的分割点到下一个分割点的增量.由 Brown 运动的 
性质 （ iii ) 知，此增量独立于此分割点以前的 Brown 运动，特别地它独立于 Brown 运动项 
W ( it / n ) . 另外，此增量期望为0,这就意味着此增量与的乘积的期望也为0.因 

此，对零期望的项求和，其和本身也有零期望. 

但是由 Brown 运动方差的结构知^的期望为 L 因此不是塒的微分，因为积 
分后并不能得到正确的期望. 

错在哪？对某一光滑函数/，考虑/(%)的 Taylor 展 开式： 


df(W t ) 


f^WJdW, + 士 / 〃 ( ％ )(d%) 


2 






3 


晕 



由于太熟悉牛顿微分，我们总假定 （ d %) 2 和高阶项都为零.但是正如前面所观察到的， 
Brown 运动是奇特的.我们还用刚才 [0， f ] 的分割 | O ，0 i ，20 i ， … j 来考虑 （ d 罠） 2 .用 



近似值（希望其收敛）来刻画 （ d %) 2 的积分.但是如果令为 



那么，对 每个、序列忑 为一组独立同分布 （ iid ) 的正态分布变量 yv (0， l ).( 由 
Brown 运动的性质 ( iii ) 每个增量见 ( |) - 见( ^^2) 服从正态分布別0，独 

立于其前的那些增量 .） EE 

将 /( d %) 2 的近似值重写为 

(( dwy ^ t ±^. 

Jo -Tl n 

由弱大数定律（和强大数定律一样，此处只考虑随机变量的分布）可知，右边求和项的分 
布收敛到每个的常数期望1，即 (( dW s ) 2 = t ,或微分形式为 ( dW t ) 2 = dL 

JO 

尽管 (dw t ) 2 是二阶的形式，我们也不能忽略 此项. 那么 (dW t ) 3 和其他的更高项又怎 
样呢？结果显示它们都为 0. (例如， E ( | d %| 3 ) 和 （ df ) 3/2 同阶，与出相比可以忽略 •） 

因此， Taylor 展式为 

df(w t ) =f(W t )dW t + \-f f (W t )dt^0. 


它与牛顿微分在形式上有很大的差别，这正是我们所要求得的 Its 公式（有时候，更恰当的 
称为 It 3 引理). 
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3.3. 


1由过程求随机微分方程 

US 公式最直接的应用就是由▲个过程的函数表达式来生成 SDE . 考虑在 3. 1节中建立 


的指数 Brown 运动模型: 


X 


exp( crW t + /jut). 


尤服从的 SDE 是什么样的呢？我们可以处理括号内的项，但是还必须对指数函数进行随机 

微分.有了正确的表达式，我们就可以用公式了 • 

假设取 K =< rW t +W ， /为指数函数/(幻= 〆 _那么 y, 很简单，且可以很快地写出它的 
微 分来： dY t ^ adW t+l jidL 但是当 然尤可 写为尤 =/( y t ) ，因此应用公式 可得： 

dX t = af { Y t ) AW t + ( fifiY ,) + ycr 2 / w (^)) dt . 

由指数函数性质可得 /'( L ) =f ( Y t )= f ( Y t )= X ty 故我们可以把微分改写为 


二 X t ( adW t + (/x + ycr 2 ) dO . 


有时称变量 c 为过程的对数波动率，因为它是过程 logX t 的波动率，尽管它自身有意义，但 
是经常被简称为波 动率. 我们也称 log ^ 的漂移 P 为对数漂移，它与上面的 f 的漂移不同. 


Ito 公式 

若叉为 一随机过程，满足 dA = a t dW t + fi t dt , / 为一确定的连续二次可微函数•那 
么，1；:=/(夂）也为一随机过程，由 

dY t = (a t r(X t ))dW t + (fi t f f (X t ) ^\a 2 f\X t ))At 

给定. 

现在返回到 Wf ， 令尤=眾和 /( x ) = ,应用 W 公 式得： 

d(W t 2 ) = 2W t dW t + dt 或 W) = l(w s AW s + t, 

至少它有正确的期望. 

更一般的，若尤仍为 Brown 运动疋，则如上所示， / U ) 有微分 

df(W t ) =f(W t )dW t ^^f tf (W t )dL 

习题 

3.4 若 X = exp (^), 那么 d 尤是什么呢？ 
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3.3 ItS 微积分 


3. 3.2 由随机微分方程求过程 

此道理和微分很相象（简单，但其反函数可能不存在），用 It6 公式将过程转化为 SDE 

相对简单明了.如果这就是我们的任务，那就似乎问题不 大了. 但是，并非如此——我们圆 
需要的恰恰相反，是要把 SDE 转化为过程.换句话说，就是解 SDE. 

一般情况下， SDE 解不出.人多数的 SDE 太难 解了. 但是，有一些少见的例子像 ODE 
一 样可以靠灵感来猜出其解，然后用 It6 公式来验证猜测的解就是真正的解.称 SDE 的这样 
一 个解为扩散. 

假如我们要求解 SDE 


dX t = <rX t dW t , 

我们靠灵感来猜，注意到这个 SDE 中的随机项和前面通过 It6 公式生成的 
SDE —样.而且如果选择 p 为- y 。 2 , 那么那个 SDE 中的漂移项就和这个所求的 SDE 中的 

漂移项一样.于是我们猜测 


X t = exp(aW t - ycr 2 0. 

ItS 公式告诉我们什么？ d 尤实际上就是这正是我们所要的.因此我们找到了一个 
解，并且它是惟一解（至多差个常系数）.可求解的 SDE 很少，这个例子很特殊，叫做 

Brown 运动的 “DolSans” 指数 • 

返回到前面难解的 SDE: 


dX t = X t ( adW t + jjidt). 

此 SDE 和 exp UR + u 0 的 SDE 中的漂移和波动率分别一致当且仅当取 u 为因 
此我们可以猜到 


X t = exp(crW t + (/x - -ya 2 )t). 


Ito 公式又一次验证了我们的直觉. 

习题 

3.5 求解 d ^= A(cr dK +/ i f dO , 其中仏为一个关于时间？有界可积的一般函数_ m 


3.3.3 乘积法则 

牛顿定律的另一个法则为乘法法则，即 = f t dg ^ g t df ^ 而在随机环境下，有两 

个（表面上看）分开的 情况. 

在 一 般情况下， I ,和 K 对同一个 Brown 运动 IF 适应，即 
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dX t = a t dW t + 

dF f = p r dlF f + v t dt. 


对古 <( 弋 + K ) 2 -< - OX 义应用 IG 公式可得 

d(X t Y t )= X t dY t + Y t dX t +cr^dt, 

上式最后一项实际上是(根据 （d 罠） 2 =出得来） • 这乂一次表明牛顿微分和 It 6 微分 
的区别. 

在其他情况下， A 和 K 为适应于不同的、相互独立的 Brown 运动的随机过程，例如 

dX t = a t dW t + 

dY t = Pt dW t + v t dt. 

此处，％和分别为过程 Z 和过程 F 的波动率，叫和％分别为它们的漂移，，和妒为两个 
独立的 Brown 运动，那么有 

d(X t Y t ) = X t dY t + Y t dX t9 


和牛顿微分一^致. 

更进一步，若把忑和 K 都看作对二维 Brown 运动（％，矻）适应，二者就统一起来了， 
这将在 6. 3节中解释说明 • 


习题 

3.6 如果 R 为一有零波动率的过程， I 为任意随机过程，证明 

d(B^) = B t dX t + X t dB t . 


3.4 测度变换 —— C-M-G 定理 

仍有一些隐藏在背后的 东西. 前一章的一个中心议题是讨论将过程和测度分开的重要 
性. 可是在随机微分中我们似乎并没有提到 测度. 现在我们已经有了一些简单的工具来处 
理随机过程，但这是用来处理 Brown 运动微分的，而不是处理测 度的. 事实上我们并没有 
忽略了测度的重要性——％从本质上说不是一个严格的 Bnmn 运动，它只是关于某个测度 P 
的 Brown 运动，一个 P-Brown 运动.因此随机微分法描述的是过程尤在使得 K (或 d %) 
成为 Brown 运动的测度 P 下的行为.现有的工具并不能给我们任何启示，当测度变换时， 
R 如何使毛变 化的. 

当这种情况发生时，在测度变换下， Brown 运动将发生简单的变化，通过推广到它们的 
微分使随机过程也相应地发生变化. 

3.4. 1 测度变换- Radon-Nikodym 导数 

为了从直观上了解测度变换的效果，我们先讨 论离散 过程考虑一个简单的两步随机 徘徊： 
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从时刻0到时刻2,可以有四条轨道|0,1,2[,{0,1,0(,|0, -1,0( 和|0, -1， -2). 假设给 
定这些轨道的概率如表 34. 


表 3-1 轨道概率 


轨道 

概率 


10, 1， 21 

PiP2 

=：TTi 

|0, 1, 0| 

Pi(! ~ Pi) 

二： IT 〗 

|0, -1, 0| 

(1 ~Pi)P3 

: TTj 

10， -1, -21 

(1 - Pi)(l - /> 3 ) 

=: tt 4 


我们可以把从这个轨道到对应到轨道概率的映射看作对测度 P 的编码.如果知道^， 
%和 ir 4 (只要它们严格限制在0和1之间），那么就可以知道 p ,， 内和/> 3 .因此，如果用一个 
“非重合树”来表示此过程，那么就可以在每条轨道的末尾处标出对测度编码的77 值 



时刻：0 时刻 ：1 时刻 

图 3-10 标明轨道概率的树 


现假定有另一个不同的测度 Q ，概率为1，七和我们可以再次对轨道概率进行编码， 
设为1^，屮 2 ,屮 3 和¥ 4 .当每个 17' 严格属于0和1之间的时候 ， ul 77' 2 , or '3 和77' 4 惟一 
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地决定了 Q. 

我们的想法是怎样对 P 进行测度变换来生成测度 Q? 利用这种编码，很自然地可以对测 
度 F 和测度 Q 的差别进行编码.对每个轨 道〗， 得到比率 TT'/l 后，就可以把轨道到此比率 

的映射看为^了.这个随机变量（它的随机性是由于它对轨道的依赖而导致）被称为到时 


刻 2 为止的测度 Q 关于测度 3P 的 Radon-Nikodym 导数. 



从^出发，我们可以由测度 P 推导出测度 Q . 怎样做呢？如果有了测度 P ， 那么就能 

dr 

得到％， A ， A 和％，此外，_■给出了比率 TV %， 因此就能求出 f 2 , TT '3 和 IT 、， 
也就是求出了测度 Q . 

当 Pi 或 A 为0或1时，情况会怎样呢？会有两种情况发生，其中一个问题就是不可能从 
7^求出/^了_若；^为0，那么％和 TT 2 为0，故关于/>2的信息丢失了 • 于是也不可能得到对 
应于7^ , TT 2 的轨道（概率为 0). 因此从某种意义上讲，实际上已经无关紧 要了. 如果我 
们限定只对可能的轨道给出就可以修复相应的 P 了. 

第二个问题性质差不多，但是更加严重 • 假设某个 P 为0,但所有的^都不为 0. 那么 
当所有的都不为0时，至少有一个1为0.此时，并不是所有的比率1^/%都有定义， 

故^不存在 • 我们可以删除那些概率为0的轨道，但是这样做就失去了某些信息 • 在测度 

dF 

] P 下不可能有的一些轨道，在测度 Q 下却有可能存在.如果把它们抛弃掉，我们就失去了一 
些和测度 Q 有关的信息——那些在测度 Q 下可能的轨道 • 如果在测度 Q 下允许出现某些情况 

而在测度 P 下不允许出现，那么就不能定义 反之亦然. 

65] 这一点对公式化很 重要. 
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等价 （ Equivalence ) 

对于两个测度 P 和 Q ，如果它们作用在相同的样本空间并且可能发生的事件也一 

样，那么称这两个测度 等价. 从形式上说，对样本空间中的任意事件4， 

P (i4) > Q (A) > 0. 

换言之，如果4在测度 P 下有可能发生，那么它在测度 Q 下也有可能发生.如果4 
在测度 P 下不可能发生，那么它在测度 Q 下也不可能发生.反之亦然. 


当测度 P 和测度 Q 等价时，就可以在 P - 可能的轨道上可以定义^•和^■了.当然，我们 

只能在测度 P 和测度 Q 等价并且轨道为 P - 可能时定义有意义的■和但是如果轨道为 P - 

不可能的，我们也知道测度 Q 对这个轨道的作用 —— 如果测度 P 和测度 Q 等价，那么这些轨 
道也是 Q - 不可能的. 

因此两个测度有 Radon - Nikodym 导数^■和胃■的前提是这两个测度等价. 


3.4.2 


期望和證 


现在我们考虑的还是离散过程，下面我们再研究一些关于期望与 Radon - Nikodym 导数 
的一些性质.定义 Radon - Nikodym 导数的一个原因就是因为它所表示的是有效的编码，我 

们需要了解的测度 Q 的信息都可以由测度 P 和^得到. 


考虑一个未定权益夂 



散的二叉树上时刻2的值是已知的.这个未定权益尤为 


一 个随机变量，换言之，是从轨道到数值的一个映射.如果取过程的轨道 i ， 令^代表未定 
权益 X 对应的取值.那么 I 关于测度 P 的期望为 


E P U) 


I 


i X i ， 


此处〖取遍所有的四个可能的轨道. X 关于测度 Q 的期望为 


E 0 ⑺ 




I 


Ep (^). 


和 X 一样，^是一个随机变量，也可以取期望，并且期望从泖 I 度 Q 到测度 P 的转换也很简 

dF 


单： E 0 ( X ) 


Ep(^). 


尽管这一点很具有吸引力.但是它只代表了一种简单的 情况： 在一个特殊的时间范 
围——轨道的末端，$才有定义，在这里 r = 2. 我们详细给出了此时的 X ，而所求的仅仅 

dF 

是无条件期望.形式上导出的结果是 
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E 0 ( X t \ To ) 


E P ( 


d 


|~ U 。)， 


其中， r 为 ^ 的时间范围，心在时刻 r 是已知的.但是当 t 不等于 r ， 


dP 


E 0 (X 


dP 


JJ 会是什么样的呢？我们想知道的不仅仅是在轨道末端的 
它是一个随机变量，但我们想知道的是一个过程. 


s 不等于0时， 
而是每一处的 


3. 4. 3 Radon-Nikodym 过程 

我们可以让时间范围变动来做到这一点，如果令6为直到时刻《为止的 Radon-Nikodym 

导数，即 匕为 遵循直到时刻 f 的轨道的 Radon - Nikodym 导数并且只知道此时刻以前轨 

道的概率之比.例如，在时刻1的可能轨道为|0，1 i ， 10,-1( , 导数匕 在它们上的值分别为 
q/PiAi -/>.)• 在0时刻，导数过程“恰为1，这是因为惟一的轨道为点 10} ,在 

测度 P 和测度 Q 下，其概率均为 1. 我们可以用 p 值和^值详细填写树上 C 的值了（图 
3-12). 



事实上，匕还有另一种表达式，即作为 r 时间范围的 Radon - Nikodym 导数的条件 期望: 


it - ^ 


d^_ 

dP 


IJJ, 


对任意的 


习题 

3. 7 证明当 i =0,1，2 时该等式成立. 


可以看到关于测度] P 的期望正确地拆分了过程 A 表达了我们所求——沿着当前轨 
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道考虑直到时刻 f 的测度的变化量.如果要求£“忑）， 
时刻 t 为已知的.要求出 e q uja )， 只需知道从时刻； 
恰是 C/L ,这就是直到时刻 t 的变化中去掉了直到时刻 

E Q (尤 1 又） = 

实际上它就是 E P (^ A ) ，其中尤在 
到时刻 〖测度 的变化量就可以了，它 
s 的变化.换言之， 

\ T s )- 

习题 


3.8 在树上证明此结论. 



Radon-Nikodym 性质 


给定等价测度 P 、 Q 和一个时间范围八可定义一个在 P - 可能的轨道上取正实数的 


随机变量使得 
( i ) E 0 U r ) = 


E P (^^ r ) ， 对所有在时刻^已知的未定权益都成立 • 


( ii ) e 0 ( jj ^) = d P (^ r,i 艾) 




其中 A 为过程 E P ( 


dP 




3. 4.4 测度变换. 


连续的 Radon - Nikodym 导数 


接下来要干什么呢？如果要对 Brown 运动定义一个测度，看起来我们必须能够写出过 
程所能取到的所有可能的轨道的概率，其范围不仅包括连续的状态空间，还包括连续的时 
间线. 如果我们只想表示过程在每个时刻的边际分布，那么标准概率论给出所需技术的一 
些思路.尽管状态空间是连续的，我们仍可以用概率密度函数来表示概率 • 

例如， P 为对应于服从于正态分布#(0，1)随机变量 X 的实数上的测度，那么通过密度 

函数 / P U ) 可以表示出测度 P ，此处， 


/p (^) 




4 


粗略地说， / P (4 表示了事件 K =刻发生的相对 概率. 或者说，尤介于^和戈 + ck 之间的 
概率近似为 / P (^) ck . 确切地说， X 在实数子集^上取值的概率为 


1L 


(X E A) 


^ dx. 


\/2tt 


例如， I 落在区间[0，1]内的概率为密度函数在此区间上的积分 I/ P (幻如，其值为 


a 3413. 


但是仅有边际分布还不够 


单纯一个边际分布抓不住过程的实质（即使在离散树上 
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也能清楚地看到这一点）.即使知道在任意时刻《的所有边际分布也还不够.我们需要知道 
的是在过去历史 I 条件下任意时刻？的边际分布 (5 < 0 . 我们需要掌握在连续情况下一个 
轨道的可能性，这要通过对任意时刻 f < r 特定轨道一些概念来表述. 

一种方法是指定一个轨道，如果并非在此时间范围 r 以前的所有时刻都指定，那么可 
以考虑在某个可以任意大但是仍是有限的时间集合 =0,^,-,^,^ = t\ 上指定，然后 
考虑那些在 h ，…， U 过点，…，\丨的轨道构成的集合.如果只有一个时刻^和一个点 

那么就可以写出这样一个轨道的可能性，可以用的概率密度函数 / U 幻来表示，其 
§2 中，/〗 （ 幻为正态分布~(0乂）的密度函数， 
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如果对时刻^可以这么做，也就可以对有限个时刻^这么做.我们需要的是在时刻，…， 
t n \ 过程取值|〜，…人丨的联合似然函数//(〜，…，\). 



图 3-13 在 \ t x , t 2 , t 2 1上相交的两个 Brown 运动 


Brown 运动的联合似然函数 

如果取~和％为0 ， 记 A 乂为 


!, 从为 、-,那么由 Brown 运动的第三个 


条件： 增量= W(t t ) - W{t t _ x ) 相互独立，那么 


n 


f n A x i ， 


) 


n 




exp - 


(A^) 

2 A «,- 


2 


由此可以写出一个对应于测度 P 的过程在有限时间子集上的似然函数_在连续极限下， 
我们就有了一个处理关于测度 P 的连续过程的方法_如果4为 R " 的一个子集，那么 n 维随 
机向量（％，.••，％„)落在4中的 P - 概率就为似然函数/〗在4上的积分 


I 连续情况下的 Radon-Nikodym 导数 

设 p 和 Q 为两个等价的测度.给定一轨道仞，对每个有顺序的时间网格(〜= T ), 
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定 义乂为 R ,( o >) 的取值，那么定义时刻 r 的导数$为区间 [ o ， r ] 内网格变得稠密时似 
然比的 极限： 


dP 




连续时间下的导数 I 仍满足以下 结论： 

(i) E q (X t ) = E P (^X r ), 

(ii) E q (X t \T s ) = ^ ； l E P U t X t \ T,), s<t 在 T ， 

其中， L 为过程 E P (| I T t ),X t 为关于历史兄适应的任一过程. 


就像可以通过极限时间网格来逼近测度 P — 样， Radon - Nikodym 导数 



也是如此.在 


网格中与相同的那些轨道构成的事件4 = UW fi ( o /) = = 1，…， nl 变得越来越 

小，直到它恰为一个单点集 id 为止. Radon - Nikodym 导数可以看作极限 




3.4.5 测度的简单变换 - 带常数漂移的 Brown 运动 

我们已经有了测度变换的方法，但是还不知道续情况下测度是怎样变化的 • 例如，假 
定有一个 P-Brown 运动％，它在一个等价测度 Q 下将是什么样的呢？它仍然是一个可以认 
知的 Brown 运动，还是变得完全不同了呢？ 

先看一个简单的例子.考虑 P-Brown 运动％.在某时间范围 T 内通过^ = 

exp (- ylT r - fy 2 ： T ) 来（处处）定义测度 Q 为测度 P 的等价 测度. 那么，％在测度 Q 下是 
什么样的呢？ 

一个出发点（这仅仅是一个开始）就是考虑 WV 在测度 Q 下的边际分布.我们需要找到 
WV 在测度 Q 下的似然函数，或与之等价的一些信息.一个常用的技巧就是它的矩母函数 

(moment — generating function ). 

I 正态性的判别 

一个随机变量 X 在测度 P 下服从正态分布 N ( fx ， a 2 ) 当且仅当对所有的 实数认 

E P (exp(^)) = ex p(6fi + ~~8 2 a 2 ) 

要计算 E Q (exp(0W^) ) ， 可以依据 Radon - Nikodym 导数性质中的 （ i )， 它告诉我们此 
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期望等价于期望政^^以卩…％))，也就是 

E P (exp (- yW T - yy^ + 0W T )) = exp (- yy 2 T + y(0 - y) 2 ? 1 ) , 

这是因为 WV 在测度 P 下为正态分布 N(Q ， T). 

简化此式可得 

E q (exp(0W T )) = exp (- ByT + _~0 2 70 ， 

它为正态分布 / v (- y 7\ r ) 的矩母函数.因此，在测度 Q 下的边际分布为方差为7\期望 
为 - yr 的正态分布. 

当 tsr 时，％会怎样呢？ 如果％ 在测度 Q 下为一个 Brown 运动加上一个常数 - y 的漂 
移，那么的边际分布就和我们所希望的形式一样.当然还有许多其他的过程在 『时 刻的 

边际分布也为正态分布 - yTJ), 但是如果通过 I = exp (- yW T ~ yy 2 r) 将测度 P 变换 

为测度 Q 的惟一作用就是加进去了一个系数为 -y 的漂移，那么这个结果就漂亮了. 

事实上的确 如此. 过程 R 关于测度 P 为一个 Brown 运动，并且在测度 Q 下为 Brown 运 

动加上一个常系数 -7 的漂移.应用关于^的两个结论可以证明 t = W t ^ yt 是 Q - Brown 运 

动的三个 条件： 

( i ) 飑是连续的，且炉。=0; 

( ii ) R 在测度 Q 下服从正态分布州 ( M ); 

( iii ) 炉…-見服从正态分布且独立于 JT S . 

第一条是成立的， （ H ) 和 （ Hi ) 还可以表示为 

( ii ) ' E ( j ( exp (0%)) = exp (士0 2 0; 

( iii ) ' E q ( exp ( d ( W t+s - W s )) I T s ) = exp (^-0 2 O . 

习题 

3.9 用测度过程变换匕 = IEp (^- IJF ,) 证明 （ ii )'、（ iii )' 分别和 （ ii )、 Ui ) 等价. 

% 和憨关于不同的测度都为 Brown 运动，这看起来有点不可思议.其实，将测度由 P 
变换到了 Q 仅仅改变了所选轨道的相对可 能性. 例如，『可能在某一时间内以_7的速率沿 
着一条轨道向下漂移 • 尽管这条轨道在测度 P 下可能性很小，但还是有可能发生的 • 另一 
方面，在测度 Q 下，这条轨道的可能性却很大 • 我们已经认识到这种情况，它仍然是 Bmwn 

运动的不规则行为. 

当 WV 为非常小的负数（绝对值很大的负数）时，变得很大，而当接近0或者为 
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正数时，^变得很小.这只是以下事实的 推论： 轨道在一个负数处结束的情况在测度 Q 下 

(这时为 Brown 运动加上向下的漂移）比在测度 P 下（无漂移的 Brown 运动）出现的可能性 
要大得多.相应的，在0点附近或大于0处结束的轨道在测度 Q 下的可能性要比在测度 P 下 
的可能性要小得多. 


3.4. 6 Cameron-Martin-Girsanov 定理 

这个测度的变换只是将一个通常的无漂移的 Brown 运动变为了一个带漂移的 Brown 运 
动——其他的都没有变.当然，漂移项是构成过程的随机微分形式中的一部分.实际上对 
Brown 运动所做的测度变换能做的就是改变漂移项.我们感兴趣的所有的模型都可以表示成 
瞬时微分的形式——由一定数量的 Brown 运动和一定数量的漂移运动组成.因此，从测度 P 
下的随机微分到测度 Q 下随机微分的映射也就很自然和合情合理了. 

这就是定理所要揭示的. 

I Cameron-Martin-Girsanov 定理 

设％为一个 P - Brown 运动，％为关于厂可料过程，并满足有界性条件 E P exp ( 士丄 y ]& t ) 

< 00 , 则存在一个测度 Q ，使得 
( i ) 测度 P 与测度 Q 等价， 

( ii ) : =exp (一 仏‘抓‘-士化0， 

■ 

( iii ) W t ~ W t + y s ds 为 一 个 Q-Brown 运动. 

换言之，％ 为一个在 t 时刻有漂移系数- ％的 Q - Brown 运动 • 

如果有所限制，要将 P - Bnmn 运动罠变换为带有某个给定漂移系数 -7, 的 Brown 运动， 

那么，存在一个测度 Q 能做到这一点. 

如果取极限，那么漂移是测度，用来度量 漂移. 

考虑逆定理. 

I Cameron-Martin-Girsanov 逆定理 

如果％ 为 P - Bn > wn 运动，测度 Q 与测度 P 与等价，那么存在一个关于 f 可料的过程 I ， 
麟 

为 Q - Brown 运动， 即％ 加上漂移 y , 为 Q - Brown 运动.进而，测度 Q 关于测度 P (在时 

y 1 r 

刻的 Radon-Nikodym 导数为 exp( - ^ y t ^W t - ^ j]^). 
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3. 4.7 C-M-G 定理和随机微分方程 

Cameron - Martin - Girsanov 定理适用于 Brown 运动，但是我们所研究的过程实际上都是伪 
Brown 运动.现在能看到 Brown 微积分的好处了 —— 要想控制任何过程的漂移，那么 Camer - 
74 I on - Martin - Girsanov 定理就是 一 个强有力的工具. 

设 X 为一随机过程，其增量为 

机二 cr t dW t + 

其中 W 是一个 P - Brown 运动.是否能找到一个测度 Q ，使得过程 X 在测度 Q 下的漂移项为 
而不是队也第一步，可以把 dX 改写为 

dX t = ( T t ^ dW t + ( 叫 + 

取％为 （ A ，如果 7 满足 C - M - G 定理的增长条件 （ E P exp ( y J [ y 2 t dt ) < oo ) ，那么 

就存在一个新的测度 Q ，使 得見二 ％ + j [ (/ x , - v s ) / a s ds 为一个 Q - Bmwn 运动. 

但是这意味着 x 在测度 Q 下的微分为 

AX t = a t dW t + v t dt , 

其中，妒为 Q - Brown 运动 —— 它给了 X 我们希望的漂移％. 

我们也可以给出把一个测度变换到与之等价的一个测度推广到一个过程上的限制条件， 
由于测度变换只能把 Brown 运动变为带有漂移的 Brown 运动，故过程的波动率保持不变. 

例 测度变换 

1. 设 A 为漂移 Brown 过程+声，其中阶为一个 P - Brown 运动， o •和 p 均为常数 • 
取％ =/ x 々 r ， 由 C - M - G 定理知，存在一个等价测度 Q ，使得在此测度下 W t = W t ^ (/ n / a)t , 
并且审为一个直到时刻的 Q - Brown 运动•则尤=(7%为一个（变了尺度的） Q - Brown 运 

动_由此测度还得到不同的 期望. 例如，而£“<)=力. 

2. 设 X ,为指数 Brown 运动服从 SDE 

dX f = X t ( adW t + fidt ), 

其中，见为一个 P - Brown 运动，对任意的常数漂移 V ，能否进行测度变换， 使得尤 有新的 
SDE 

[7 J ] = X t ( crdW t + vdt ). 

在 C - M - G 定理中令 ％ = ,由定理可知确实存在一个测度 Q ，使得在此测度下 R 

= W t + ( fi ~ v ) t/cr 为 Q-Brown 运动.那么 ，X 确实有 SDE 

dX t = X t ( adW t + vdt ) y 

其中，飲为一个 Q - Brown 运动. 


3.5 鞅表示定理 
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3.5 鞅表示定理 

我们现在可以用 M 公式来解一些 SDE , 并且可以看到当测度变换时 SDE 是怎样变化 
的.回答第2章中的定价问题的核心内容是离散树上的鞅测度这个概念，在此测度下，过 
程保持不变.并且在此测度下，衍生证券的价格为一期望，并且期望的构造甚至还可以告 
诉我们证实这个价格的交易策略. 

首先再描述一下 

鞅 

一个随机过程軋关于测度 P 为鞅当且仅当 

( i ) E P ( \ M t \) < 00,对所有的 i 

( ii ) E F (M t \ T s ) = 軋，对所有的 

第一个条件仅仅是技术上的润色，关键是第二个起作用.鞅测度是这样的一个 测度: 
在现在和过去的历史条件下，将来值的期望就等于现在的取值，不能有向上或向下的漂移. 

一些 例子： 

(1) 平凡情况，常量过程 S t =c (对所有的0关于任何测度都是鞅， E P ( S , | 又 ） =c = 
S s ， 对所有的 sf 和所有的测度 P 成立. 

(2) 稍次之的情况， P - Bnrnn 运动是一个 P - 鞅.凭直觉可猜到， Bmwn 运动不是始终向 
上也不是始终向下，而是两者都有可能 * 但我们应该养成用规范语言来验证的习惯， 要证: 
E P ( W t \ f s ) = W , 当然已知增量服从正态分布 /V(0，f - s) 并独立于兄，故有 E P (罠 
- W s \ T s ) =0,由此可得 

E P (^ I T s ) = E f ( W s I T s ) + E P (^ - W s I T s ) = ^ + 0. 

(3) 对那些只依赖发生在 r 时刻之前事件的未定权益 X ， 过程％ = E P U 丨尸）为 F - 缺 

(只假定满足技术上的限制 E p ( I < 

例 （3) 就是生成鞅的一个很好的例子，我们将看到（实际上在第2章中已经看到） 
它还是衍生证券定价的 核心. 为什么呢？首先要清楚 M = E P (X IA ) 是一个明确定义的 
过程——变换过程的第一步就是对随机变量叉引入时 间列. 要想使'为鞅，就需要 E P (/ V t 
| 久） = N s ， 即只需满足 


E P (E P (XI T t ) I T s ) = E P (XI J s ). 

即先给定 （时刻 以前的信息，再给定 s 时刻以前的信息，与给定$时刻以前的信息取条件期 
望是等价的.条件期望的这种性质称为塔式定律 （tower law ). 





习题 

3. 10 设％为一个 P - Brown 运动，证明过程毛 = W t ^ yt 为一个 P - 鞅当且仅当 y =0. 



在第2章中我们有了二项式表示定理.若岣和 7 V t 都为 P - 鞅，那么他们不仅仅名称相同， 

并且在局部它们只是尺度不同，每一个特定分支张开的幅度 不同. 我们可以用其他非平凡 
的 P - 鞅适当地变换尺度后来表 示乂的 变化.因此％自身可以表示成这些改变量的适当比例 
和的形式. 

在连续情况下 



缺表示定理 

假设牝为一个 Q - 鞅过程，它的波动率 ov 满足附加 条件： 总是（以概率 1) 不为 0. 如 

J 

果'为另一个 Q - 鞅过程，那么存在一个 P 可料过程 小， 使得 I 以概率1 

成立，并且#可以表示为 

N t = N q + f^dM, 

JO 

进而，(在本质上）是惟一的. 


在本质上这和前面的结果是一样的，只是用积分代替求和.正如我们所熟知的，转换 
到连续过程带来了形式上的 不利. 在这种情况下， Q - 鞅的波动率必须以概率1为正，否则 
第2章的结果可以没有改变地一直沿承下来.如果有一个测度 Q ， 使得軋 为一个 Q - 鞅，那 
么任何其他的 Q •鞅都可以用风来表示，过程也就是它们对应的波动率的比. 


3.5.2 无漂移 

我们还需要一个 工具. 对于鞅的讨论是鞅既没有向上的也没有向下的漂移的真观描述. 
虽然通过随机微分方程对漂移有了一个技术上的定义，但这却有一个显而易见的问 题：没 
有漂移的随机过程是不是总是鞅？反过来，鞅是否总是能表示成的形式？其中％为 
某个 广可料 的扩散过程. 

基本上有以下两个思路. 

一个思路就是鞅表示定理.如果过程毛为一个 P - 鞅， R 为一个 P - Browri 运动，那么就 
存在一个广可料过程也，使得 

尤 =X。+ [<f> s dW s . 


这恰为增量的积分形式，它没有漂移项 • 

另一种思路（涉及技术上的限制）是正确的，但是更 难些. 以下供 参考: 




戟的总结 

设为 X 有波动率 A 的随机过程（即碑= a t dW t + ^ dO , 满足技术上的条件限制 

T i 

E (丄 dds ) < 00，那么， 

X 是一个鞅 ㈡ Z 无漂移 (A ^0). 

若不满足技术上的条件，那么一个无漂移的过程可能就不是鞅，称这样的过程为局部鞅. 


3.5.3 指数鞅 

技术上的限制很烦人.例如，对一个指数过程（无漂移）取它的 SDE 为 

条件（这种情况下， ( T 2 s X 2 s dsY ] < 00) 就很难 验证. 但是对这些特殊的指数例子有 
下述更好的（更实用）验证 方法： 



指数鞅的总结 

如果 dX f = ( T t X t dW t 对某个可料过程 O ■，成立，那么 

1 f T 

E ( exp ( —- J ^ ( r 2 s ds ) ) <oo 是缺. 
也注意到此 SDE 的解为 A = X Q exp (^ cr s dW s - 士 


习题 


3. 11 若 cr f 为关于时间和轨道的有界函数，证明 d 尤二 aAd % 是一个 P - 鞅. 


j¥ 


3.6 复制策略 

我们已经有了诸如 ItS ， Cameron - Martin - Girsanov 和狹表示定理等数学工具，现在需要用 

它们来构造金融模型 • 在诸如 Black - Scholes 这个最简单的模型中，市场由一个随机风险证 
券和一个无风险现金账户债券组成，并进而构造一个投资组合 • 

投资组合（炎，少） 

一个投资组合是由一对过程屯和也组成，其中屯和也为《时刻分别持有的风险证 

券和债券的份额，过程可以取正值或负值（允许无限量卖空股票或债券），持有的风险 
证券份额屯是厂可料过程，它只依赖于《时刻之前（不含《时刻）的历史 • 

可以直观地来理解可料性，如果少是左连续的（即当 5 从小于 【的方 向趋于 〖时， 屯趋 
于也 ） ，则 伞是可料的. 如果伞仅仅是右连续的（即当 5 从大于£的方向趋于《时，屯趋于 
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屯），则杏不是可料的. 

3.6.1 自融资策略 

复制策略来自组合的想法，（屯，也）描述的是一种动态策略，表示在每个时间段持有的 

证券和债券的数量.其中最重要的组合或策略是自包含的，或称自融资的. 

一个组合是自融资的当且仅当其价值的变化仅仅依赖于资产的价格改变，在离散时间 
框架下可用一个差分方程表示，而在连续时间情形则等价于一个随机微分方程. 


3. 6 . 2 什么样的 SDE ? 

设！时刻股票价格为 S ,， 债券价格为&，组合（屯，也）在 t 时刻的价值为 K + 

m 4 f t B t . 在下一个时段，有两个 变化： 由于价格乂和 a 的变化，老组合的价值也发生 变化; 

需要对老组合按交易策略 （</>，* a ) 调整给出一个新组合.如果调整的代价正好等于由组合所 
获得的收益或损失，则不需要增加或减少额外的资本，这个组合就是自融资的. 

在离散情形就得以下的差分方程 

AV. = + 中肌 

在连续时间情形得到一个随机微分 方程： 

自融资性质 

如果 （屯， t/O 是一个组合，股票价格为 s ,， 债券价格为 A ， 则（也，也） 是自融资的 
当且仅当叫= 屯咚 + 


假设股票价格为 S ,， 服从简单的 Brown 运动％ (因此对所有的£，有乂 =%)债券价 
格戈为常数（对所有的 f 有乾 =1). 什么样的组合是自融资的呢？ 

(1) 假设屯 =也=1对所有的£ 成立. 如果自始至终持有一个单位的股票和一个单位 
的债券而没有变化，则组合的价值 （K = ^ + D 可能波动，但它的波动完全是由于股票价 
格的变动引起的.直观地说，为保持组合（屯，也）不需要投入额外的资金，也没有撤出资 
金，因此这个组合一定是自融资的. 

可以检验， K =W t +l 隐含了牝= ， 也就是所要求的 (MS, + (记住收= 0). 

(2) 假设也= 2 %且也=-卜砣，这里（屯，也）是一个组合，屯是可料的，价值 K = 

由 It 3 法则， dV t =2W t dW t , 等于所要求的 ( MS , +也机. 

习题 

8 E 3.12 证明（ 2 )中的 It 5 法则（同时证明塒是鞅）. 


这似乎有点怪异，持有相当2倍价格份额的股票，虽是类似玩令人心跳的游戏的策略， 
却正好被股票的收益和改变债券的持有量 -（《 + <) 抵消了 • 我们可以遵循（也，也）策略 



3. 7 Black-Scholes 模型 
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(在一个完备市场中）而无须增加资金. 


第二个例子说明自融资并不是任何一个组合本身就有的性质，可以用 itS 准则来检验， 
但是如果也不同，则自融资性质可能不满足，（也，也）策略将要求注入或撤出部分资金.因 
此每当宣称组合是自融资时，必须通过 Ito 准则来检验 SDE . 

3. 6. 3 交易策略 


现在可以定义一个未定权益的复制策略了. 

复制策略 

假设在一个只有一种无风险债券 S 和一种风险证券 S 的市场里，风险证券 S 的波动 
率为 a t ， 有一个在时刻 r 到期的未定权益 I 关于 Z 的一个 复制策 略是一个自融资的组 

T 

合 (< f> t ，它柄足 dt < oo 且 = c /> r S r + tf / T B T = X t 


力什么对复制策略感兴趣呢？与在离散市场模型需要它们的理由相同，未定权益 X 给 
出了某种证券在时刻需要支付的数值，我们要的是在 S 和 B 模型下它现在的价格. 

如果存在一个复制策略 (( f ) t 水）， 则 X 在时刻^的价格 一 定是 R + (特别地 
在0时刻的价格为 F 。 = cj > 0 S 0 + ) 如果价格比这低的话，市场投资者可以在时刻£买入 
1个单位的未定权益，同时卖出也单位的 S 和也单位的 B 来进行对冲，并一直持有空头 
( C />，* A ) 直到时刻厂因为（办，*/0是自融资的，组合在时刻 r 的价值必定为 X ，买入的权益 
和卖出的组合在时刻: T 可以安全地互相抵消，并且在时刻《和之间不需要额外的资金投 
人.但由于两者价值的差异使投资者可以得到无风险的收益，而所谓1个单位可以是很多 
资金，无风险意味着可以无顾虑地进行套利. 

当然如果未定权益的价格高于 K ， 则可以卖出未定权益，同时买入自融资的（少，少）达 
到套利的目的.复制策略，如果存在的话，不仅仅是在到期支付日，而且在任何时候都约 
束了未定权益％的价格. 

可以给出一个成功的计划.用▲个充分复杂的股票价格过程建立市场模型来满足实际 
的需要，然后用手中任何的工具对所有有用的未定权益 x 找到相应的复制 策略. 如果行的 
话，就可以对模型中的未定权益定价.本书后半部分将包含进一步增加模型和未定权益的 
复杂性的内容. 


3. 7 Black-Scholes 模型 

需要一个模型以便深入研究 市场. 在第 2 章结束时我们已经有了工具并看到了大概的 
方法. 利用 3. 1节中的股票模型，通过应用 Cameron - Martin - Girsanov 定理 （3.4 节）将它变 

成鞅，然后用鞅表示定理 （3. 5节）对每个未定权益构造出一个复制 策略. ItS 准则将发挥 
其作用. 
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3.7.1 模型 


第一个 模型： 基本的 Black-Scholes 模型 

假设存在确定的常数^和 cr 使得债券价格 R 和股票价格 乂 服从以下方程 

B t = exp(rO ， 

S t = S 0 exp ( aW t + jmt ), 

其中 r 是无风险利率， cr 是股票的波动率，/ X 是股票的漂移. 没有交易成本，两种证券 
都可以随时自由地交易， 在所给 定的价格可以做多或做空. 


m 需要一个股票价格行为的模型，它既要充分得简单使得能实际上用之发现复制策略， 

但又不能太简单，太简单的话会使我们无法相信其就是实际中的模型. 

遵循 Black - Scholes 的步骤，假设市场上只有一种无风险且有常利率的现金债券和一种 

可交易的其价格服从指数 Bro ^ n 运动的股票. 

正如在 3.1 节中已经看到的那样，这是最低程度地拟合实际市场，但后面将看到这已 
经是相当难的出发点了. 

3.7.2 零利率 

如果有一个参数是在对 Black - Scholes 模型进行第一轮分析时制造麻烦的话，那就是利 
率 r . 它引起的问题与其说是致命的，倒不如说是乏味的，然而我们的工具足以应付它了， 
但暂时为简化起见，设 r 等于零. 

现在开始分析，对一个任意的未定权益 X ，其值在时刻 r 是已知的，能否为它找到 一 
个复制策略（屯，也） • 

3.7.3 发现一个复制策略 


三步复制法 

(1) 找到一个测度 Q ， 使得在这个测度下\是一个鞅. 

(2) 构造过程£,= ( X\T t ). 

(3) 找到一个可料过程屯，使得 


从根本上说可以用前面描述的工具来完成这个任务•第1步将应用 Cameron - Martin-Girsanov 
定理 （3. 4节），而第3步将应用鞅表示定理 （3. 5 节）. 

步骤1 • 

基于两个不同的理由，首先需要应用 CamenHi - Martin - Gi ^ aiiov 定理，其次需要能确定对 
8 E 给定的 Q ，乂是否是一个 Q - 鞅，因为我们须找到服从的 SDE . 

因为股票遵循指数 Brown 运动， S , = exp { aW t + 〆 ） ， 因此股票价格的对数 K = 
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log ( S ,)， 服从一个简单的有漂移的 Brown 运动1； = tr % +叫.由此易写出1；服从的 
SDE ： dF t = adW t +/idt. 但是，由 It5 准则可以将 S f = exp ( F f ) 的 SDE 写成如下 形式： 

dS t = aS t dW t + (/x + ~a 2 )S t At. 


为了使 S t 成为一个鞅 ，首先要消除 SDE 中的漂移.如果令 I 为一个常值过程 r = (/ i ^ 
\< t 2 ) /o- ,则根据 C-M-G 定理可知存在一个测度 Q 使得 R = W t ^yt 是一个 Q-Brown 运动. 

(由于7,是常数，因此自然满足技术性的有界条件 •） 将其代入， SDE 变成 

dS t = aS t dW r 


没有了漂移项，就能使 S , 成为一个 Q - 鞅. 指数鞅 （3.5 节）包含了为使 S , 成为一个 Q - 鞅 cr 
应满足的条件.当^是常数时，该条件成立， 即乂 一定是一个 Q - 鞅，由此 Q 是关于 S , 的鞅 
测度. 

步骤2 

给定 Q ，可以将 X 变换为过程 A = E Q ( ZI 厂），也就是在 3. 5例 （3) 中讨论过的 ，一 

个 Q - 鞅. 

步骤1 

因为存在一个 Q ， 使得在这个测度下尽和 S , 都是 Q - 鞅，因此可以用鞅表示 定理. 存在 
一个可料过程屯，用它可以从戈来构造尽= e q ( x \ r t ). (为应用这个定理，需要验证乂的 
波动率始终为正，这点是成立的因为波动率就是 crS ,， 而^ 和乂都 是正的 .） 形式上， 

E t = E q (X\f t ) = E q (J) 


或者， d £ t = 屯 dS t . 所以鞅表示定理告诉我们一个重要 事实： 给定 Q ， 使得乂 是有正波动率 


的 Q - 鞅，=也 dS f 对某个屯成立. 

我们需要一个复制策略（也，也），到现在为止已完成了一半了，接下来要确定为使组 
合的价值为 K 时也只能是什么 • 

3.7.4 复制策略 
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我们的策 略是： 

•在 f 时刻持有 屯 单位的股票. 

•在 t 时刻持有 n 单位的债券 • 

它是自融资的吗？在 i 时刻组合的价值为 K =仏，因为债券 A 恒等于1， 

所以 dV t = dE t , 但是由鞅表示定理当然就有 d £, =< M 心 

因为 dB, = 0, 就得到了自融资的条件叫 =<MS, +*A f dB £ . 

因此策略在终端时刻的价值等于我们就有了 I 的一个复制策略——即在 
任何时刻都有 X 的一个套利价格.特别地在零时刻％的套利价格-组合（也，也）在零时 




62 第 3 章连续过程 

刻的价值，为价格£。，或者 e q ( z ). 换言之，未定权益; T 的价格等于使得'成为鞅的那个 
测度下的期望值. 

有三点值得我们总结，首先是任何未定权益都存在复制策略的事实.我们所选用的模 
型并非离实际太远，它有恰当的表现和合适的随机性.因此我们也许会放弃寻找其他的复 
制策略.尽管缺乏对于未定权益最终价值的知识但经过一系列特别的努力之后，我们终于 
可以按照上述方式在市场里进行交易了. 

第二点也是很重要的一点在于，证券的价格有这么一种简单的形式——未定权益的期 
望值.最容易忘记的事情是它不是未定权益关于 S , 的实际测度的期望值，该实际测度是有 
漂移 g 和波动率^的指数 Brown 运动. 在这个测度下的期望能给我们的是未定权益的支付 
在一个很长时间的平均值，虽然它可以提供是否值得长时间持有未定权益的有用的信息， 
但它不提供价格.存在一个复制策略，从而存在未定权益的一个套利价格，套利永远占 
优势. 

价格是一个期望，但它不是传统统计意义下期望，只是我们所相信的股票的漂移 A 正 

好满足使乂成为鞅 (^ =- ja 2 ) 时那个测度下的期望. 

第三点是在鞅测度下过程'表达式的简单性.如果确实想开始计算某个特定未定权益 
相关的证券的价格，就必须要会在鞅测度 Q 下计算未定权益的期望值.因为未定权益依赖 
于 S £ ，这通常需要计算在测度 Q 下乂值的某个函数直到时刻 t = r 的期 望值. 如果在 Q 下 S , 
是不太合意的过程时，那么这个任务也不那么容易.但 S , 在 Q 下也是指数 Brown 运动，如 
果解 SDE ， 则得 

S, = exp^o-W ( - 士 〆 《)， 

并且可以发现 S t 有相同的常数波动率 (7， 和一个新的但也是常数的漂移 - fo " 2 , 所以如果 
4在原来的测度下容易处理的话，在鞅测度下也容易处理. 

3*7.5 非零利率 

现在可以重新考虑利率/*，如果/'不等于零会发生什么？我们不能忽 略它. 如果忽略 
了，考虑一个对某个价格 A 的一个未定权益\-&的远期合约，我们已经知道使得远期合约 

在零时刻价值为零的 k = S 0 e rT ， 这一点不难通过无套利讨论 得到， 但当 r 等于零时的法则， 
即简单地在鞅测度下取未定权益的期望值对 S , 已不再适用，事实上， 

E Q ( S r - S 0 e rT ) = S 0 (l - e rT ) 7^ 0 . 

即使取贴现也无济于事，所以找一个测度使得在这个测度下 S , 成为鞅的法则只在 /* 等于零 

时有效 • 当 r 不等于零时，现金的不断增长就起作用了 • 

让我们猜测一下，如果现金的增长处理起来比较麻烦的话，可以通过把所有东西取贴 
现就可以去掉它，称 B 广为贴现过程，就得到贴现股票 A 和贴现权益化 — l . 
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通过贴现后，又可以把利率 r 看作零，也许以上的分析方法又可以用了.当然这只是 
直观的感觉，还需要加以证明.如果不能找到复制策略，尽管如我们猜测的有吸引力，那 
也是错的. 

幸运的是，我们能找到复制策略，集中在贴现股票过程不难写出 SDE 

dZ ( = Z t ( crAW t + (^ - r + -ycr 2 )dt). 


习题 

3. 13 证明上述命题. 


步驟1 

为使乙成为鞅，如前一样可以应用 C - M-G 定理，只需在标的 Brcwn 运动中引入漂移 
(弘 -r + \< r 2 )/a ,从而存在（另一个）与原来的测度 P 等价的测度 Q 和一个 Q - Biwn 运动依 

使得 


dZ t = aZ t dW t . 


因此在 Q 下心无漂移，是个鞅 • 

步骤2 

需要表示贴现权益的一个过程，它也是一个 Q - 鞅.如前一样，它可以用条件期望4 = 
E q ( Br l X \ T t ) 表示 • 

步骤 3 

贴现股票过程4是一个 Q - 鞅，因此贴现未定权益 K 的条件期望过程也是 Q -鞅. 由鞅表 

示定理可得到一个可料的也使得叫 . 

要用实际股票的数量来表出实际的未定权益，但贴现之后，可以通过持有也单位贴现 
的股票来表示贴现未定权益.因此好比是猜测，同样可以尝试着从实际市场中找出也. 

对债券的持有会怎么样呢？贴现之后持有的债券份额为也=尾-也因此也可以在 
实际市场中 尝试. 可以确认如下的事实，在时刻 r 将屯单位的股票和也单位的债券，它们 
的总价值为 < f > r S r +ifr r B r =B r E T =X t 
因此复制策略为 

•在 f 时刻持有屯单位的股票，且 
•在 t 时刻持有也=& -屯 A 单位的 债券. 

这是否正确？在 f 时刻组合（也池）的价值为 K = 琴&，根据习题 3 . 6 ，可 

将表示为 
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dK ( = B t dE t + E t dB r 



64 


第 3 章连续过程 


但是 d 反就是(这个事实来自鞅表示定理），因而 dR +£, d 私，通过简单运 

算可得4=^4+也，由此 

AV t = ( j ) t B t dZ t + (<f) t z t + iff t ) dB t = < f > t ( B t dZ t + Z t dB t ) + if / t dB r 
但是再由习题 3.6 得， d ( B f ZJ = B x AZ t + Z t dB t , 因为就得 

= < M S * + 中 A B 

所以（屯，也）是自融资的. 

自融资策略 

持有股票 S , 和无波动现金债券 B t 的组合策略（也，也）有价值 F t = 屯 也琴， 其贴现 

后价值为尽=屯4+也，其中 Z 是贴现股票过程4=5广5,，因此如果牝=也咚+也 
dB t ， 或等价地 d£： f = ij > t dZ t ,则策略是自融资的 • 

一 个策略如果其价值的改变仅仅是由资产价格的变化所引起的，或等价地其贴现价值 
m 的变化仅仅是由资产的贴现价格的变化所引起的，则该策略是自融资的 • 

因为我们知道匕=尤，则证明了（也，也）是 x 的一个复制策略，我们的猜测是正确的. 

I ■ — ■ — - ■■— —— " 一 - 

小结 

假设对连续可交易的股票和债券有 Black - Scholes 模型，即假设存在常数 r ， g 和 a 
使得它们的价格分别服从方程4 = S 0 exp ( aW t + 〆 )和尽= exp ( n ), 则在时刻 T 已知的 

所有可积的权益 X 伴随有复制策略（也，也） • 进而这样一个权益 X 的套利价格为 

V t = Bfi Q ( Br l X \ f t ) = e ' r { T " ) E Q ( X \ T t ) J 

其中 q 是关于的鞅测度. 

这个重要的测度 q 不是使股票成为鞅的测度，而是使贴现股票成为鞅的测度，并且权 
益的套利价格是贴现权益在 Q 下的期望值. 

因此当利率非零时，新的法则又如何呢？它们恰是旧法则的贴现版本 



三步复制法（贴现情形） 

(1) 找到一个测度 Q , 使得在这个测度下贴现股票价格忑是一个鞅. 

(2) 构造过程尽 ( B ~ l X \ T t ), 

(3) 找到一个可料过程屯， 使得 dE t = 屯 dZ t . 


3.7.6 看涨期权 


下面来给某些东西 定价. 跟随 Black 和 Scholes 我们来给看涨期权定价.看涨期权是在 
90] 某个特定的日期，例7\以事先确定的价格购买一个单位股票的一种权利而不是义务.设这 
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.14 找到变量代换关系以证明 Black-Scholes 公式 . 


个事先确定的价格为& (用金融的术语，称为期权的敲定价），则这个权益在形式上就记为 
max(S r -fc, 0) ,或更方便地记为 (S T -k、 + . 

首先要找到复制策略此处为期权在零时刻的价值％，前面的法则告诉我们这个价值等于 


-rT 


E q ((S T -k) + ), 


其中 Q 是关于 Sr 1 S t 的鞅测度. 

但是如何找到这个值呢？首先注意到这个权益的简单性，价值 （S r -fc)+ 只依赖于一个 
时刻——到期日7\因此要计算这个权益的期望，只需找到3,在@下的边际分布.为此， 
考察一下用 Q-Brown 运动％表出的过程乂，因为 


d(logS t ) = crdW t + (r - —a 2 ) dt , 


如果记股票在零时刻的价格 S 0 为 s ， 就有 logS t = log 5 + <rW t + (r - fcr 2 )t 9 从而 S, 


s exp(aW t + (r - —a 2 )t). 

所以《^的边际分布等于 s 乘以均值为 (r - 方差为 Vr 的正态分布的指数分布. 

由此如果令 z 为一服从正态分布^ 的随机变量，则表示为阳 ( _，权 

益可表示为 (( w (z+ m -A) + )， 它等于 


1_ r 

„2 T 丄 叫⑽ 


se x - ke~ rT )exp\ 一 


十 r 


2naT 


2a 2 T 



* 


通过变量代换可以把这个积分分解为几项关于标准正态累积分布的积分之和.如果用 


表示 (2tt) 


K(s，r)， 其中 



e xp (-// 2 ) d y ， 正态分布 yv(o，i) 小于X的概率，我们就可以计算 K 


Black-Scholes 公式 


log 


V(sJ) 


5<|> 




cr 


JT 



O 


log y + ( r - —a 


)T 


cr 


/T 


这就是欧式看涨期权定价的 Black-Scholes 公式，（至于看跌期权，以价格&出售一个单 


位股票的权利，相当于一个看涨期权减去一个远期 




称此为卖出一买入平价关系 .） 
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3. 8 Black-Scholes 的应用 

如果某个股票有常值波动率18%和常值漂移8%，连续复利为常值6%，一个在现价为 
$20,而在2年后以$25的价格买入股票的期权的价值是多少呢？ 

上述情形符合 Black-Scholes 的条件，其中 s = 20 , k = 25 , cr = 0. 18 , r = 0. 06, 并且 f =2, 

可以计算得1/。= $1.221. 

习题 

3.15 需要关于漂移的什么信息？ 


3.8.1 对价格的依赖性 

当股票当前价格 s 远小于敲定价时，公式本身的值变小，表示期权处于价外，在期限 
内不大可能恢复.反之，如果 s 远大于 I 则期权丧失了大部分的可选择性，而变成了一个 
远期.对应地，期权价格近似于 s - ke _ rT ， 等于时刻 r 敲定价为 k 的股票远期的当前价值. 


3.8.2 对时间的依赖性 

当距离到期日 r 的时间越来越小时，价格的选择变得越来越少，期权的价值也越来越 
接近权益关于当前价格的价值 G - fc )+. 

时间越长，期权的价值越大.一个期权的到期日几乎为无穷时，其价值接近 S ， 因为价 
92] 格 fc 现在的成本几乎 为零. 从图 3-14 可见当距离到期日的时间趋于零时，曲线逼近期权的 

形状 （s _ k ) + • 



图 3-14 对应股票价格的期权价格图，时间 3 ， 1 和 0_ 3. 

敲定价& =$1，利率 r =0， 波动率 cr = 1 
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3. 8.3 对波动率的依赖性 

在其他条件都相冋的情况下，股票波动得越厉害，期权的价值就越高. 一 个极端，如 
果 a 很小，期权就像一个无风险债券，其价值为，也即如果期权在价内，就等 
于对应远期的价值，否则就等于零.在另一个极端，如果^很大，则期权价值为 L 


3. 8.4 美式期权 


有时候一个期权比之只在到期日的两个选择有更多的选 择性. 众所周知，美式期权就 
是这类证券.它给予在到期日 r 之前任何时间包括到期日以敲定价 A 买人一个单位股票的 
权利，而不仅仅限于到期日，期权的买方必须随时决定在何时是否执行期权. 

美式期权的买方有权选择在何时执行，而这个选择只能依据直到现在的信息来作出， 

这样一个（随机）时刻称为停时 (stopping time ). 在停时 T 执行期权的策略对应的支付为 

(5 t -k) + 在时刻 T. 

如果期权的卖方事先知道投资者将使用什么停时，他在零时刻对支付进行套期保值的成本为 GS 3 

E q ( ， (S t - k)' 

当不知道用什么 t 时，只能做最坏的准备，要价为最大值（关于所有可能的停止策略） 

F 0 = sup E q (e~ rT (S T - k) + ). 

T 


I 有选择性的证券的定价 

一般来说，如果期权的买方有一组选择选择4中某个 a 以后，在时刻 r 可以得到 
的支付为 A ，那么期权的卖方对此应该要价 

F 。 = su ? E 0 (e-^J. 

如果买方不是最优地执行期权，则卖方的套期保值在到期日7 1 就产生了 顺差- 
3. 8.5 那个套期保值是完全的 

回到原来的欧式期权，一件有用的事情是了解实际的复制策略需要什么，亦即找到在 

每个时刻实际需要多少股票来人为地复制 权益. ^ 

股票的数量也来自鞅表示定理，但不幸的是定理只证明了也的存 在性. 然而，鞅表示 
定理的核心告诉我们贴现权益可以由贴现股票复制的理由是，在同一测度下是鞅，其中一 
个是另一个局部的变尺度的表示形式，过程也正是波动的比率.因此直观地说，如果考察 
由于股票价格的运动引起的期权价值的变化与所用的股票价格变动的比例，这个比例就应 
当是也.如果有一个有充分约束的权益，其中为给这个权益定价所需要的来自^域流的信 
息就是当前时刻的股票价格，而且权益价值和当前股票价格之间隐含的函数关系是光滑的， ® 
则可以猜测期权价值关于股票价格的偏导数就是我们要的也 • 
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对于经常遇到的权益只依赖于终时价值的情况，期权价值是当前股票价格的有较好性 
质的函数.假如权益 X 是股票终时价格的函数，对某个函数/(4, X = f ( S T ). 则有以下 


结果. 


用终时价值定价 

如果权益 X 等于 /( s r ) 对某个/成立，则该权益在 i 时刻的价值等于 K 
中 v ( s ， t ) 满足以下方程 

F ( s ， t ) = exp ( - r(T - t )) E Q (/( S r ) I S t = s ) ， 

而且交易策略为屯 = 

oS 


mo , 其 


为什么？考虑牝，期权价值的一个无穷小变化，记住 dS ,= M t dR + rS >， 则由 ItS 准 


则得 


dK 


d ( V ( S t 9 t )) 


aS 


f) 派 ' 




但由自融资条件有叫 =< f > t dS t +札 dB t ， 并且因为叫我们有 

dV t = ( o - S ^) d ^ + ( rS 水 + nJf t B t ) dt . 


但是 SDE 的表示是惟一的，因此波动率项必定相等，即得也=$在任何阶段复制组合中 

股票的数量等于期权价值关于股票价格的偏导数. 

利用屯的上述替代品和也虼，由于两个 SDE 漂移项相等，可得关于 V 的偏 

微分方程 



这个 PDE , 加上边界条件 V ( s , T ) 必须等于 /( s ) ，由此给出另一个求解定价方程的途径. 


3.8.6 严格的 Black-Scholes 套期保值 

如前所述，看涨期权是一个终值权益，所以也能够找到它自身套期保值的形式 • 持有 
的股票的数量等于价值函数关于股票价格的导数，即 

log| + (r + 士 o~ 2 )(r- t ) 

... _ II !■ 一 ~ ' 

(T \/T : t 

因为少的取值始终在0与1之间，我们只需有一个持有股票的多头 • 同时在任何时刻持有 
的债券价值为 





3.8 Black-Scholes 的应用 
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h = - ke~ r(T ~ l) 


<D 


'log S 


t 


V 



-b 2 ) (T -^ 

y/r~~~t J 


虽然永远是借人，但以敲定价 ik 为界. 

当时间趋近到期日时有两种可能.如果期权是价外，即股票价格小于敲定价，则持有 
的股票和债券的数量都趋于零，反映了期权无价值性的 增长. 反之如果股票价格大于敲定 
价，则股票的持有量上升为1个单位，而债券的价值趋于 - A . 这个组合正好平衡了一个单 
位的股票相当于现金数量 A 的需求. 


例连续时间下的套期保值 


看看在实际中是怎么运作的.以下图 345 a 和图 3-15 b 是股票价格从$10开始后的两条 
轨道，它们都服从波动率为20%、增长漂移为15%的指数 Brown 运动. 



图 3-15a 股票标价格 （ A) 图 3-15b 股票标价格 （ B) 


对以该股票为标的资产在时刻『=1，敲定价为$12的期权来定价，设利率为5%，对 

这两种情况都可以计算期权的价值和为对合约套期保值所需持有的股票的数量. 

在情况 ( A ), 过程见图 3-16 所示. 
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图 3-16a 期权价值 （ A) 


图 3-16b 股票套期保值 （ A) 
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随着时间的推移，期权变成价内，期权价值的运动像股票价格的运动，套期保值越来 
越接近1，意味着将执行这个期权. 

在情形 （ B )， 过程见图 3-17 所示. 

这时，不再执行期权，随着时间的推移，期权的价值趋于零，套期保值也趋于零. 



0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 


图 347a 期权价值 （ B) 图 3-nb 股票套期保值 （ B) 


习题 

3.16 一个股票当前价格为$10,价格变动服从增长向上漂移一年为15% (连续时间 
复利）.、波动率一年为20%的指数 Brown 运动，当前利率为5%.问以该股票为标的资产在 

97] 时刻 r = l ， 敲定价为$12的期权价值是多少？ 

3.17 对同一股票，如果某个权益是在一年的时间里当股票价格大于$10,就支付$1， 

问这个权益的价值是多少？ 


3.8.7 结论 

即便股票遵循随机模型，也能复制任何 权益. 我们没有权利指望什么东西，复制组合 
的价值等于在使贴现股票成为鞅的测度下贴现权益的期望价值.进而，变换到鞅测度对于 
过程\有很明显的简单影响，即只有漂移改变为另一常数，股票仍保持了指数 Brown 运动， 

波动率 cr 也保持不变. 

上述三点试图使结果比实际上看起来容易些，某些微妙而漂亮的结论隐含在所有公式 
98] 后面.在我们继续讨论之前，让我们停一停，欣赏一下其中的美 妙吧. 
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在本章之前我们已经知道，从数学角度来看 Black - Scholes 模型是比较简单的，从金融 
角度上看则更加简单.它所考虑的金融资产是按既定价格可以自由交易的股票，人们持有 
股票无需额外的成本也无额外的利益.它还不考虑交易成本和市场流动性等因素.可以说 
没多少金融资产符合它的要求，实际上就连一些常见的金融产品——外汇，股权和债券等 
都不属于该模型所设计的简单的资产类别中.外汇涉及两种支付利息的 资产： 股权要支付 
红利，债券要支付息票.对于这些金融资产，仅仅重新建立适合它们的数学模型就够我们 
忙乎的，同时还需要让大家明白它们的金融意义. 


4. 1夕卜 汇 


正如股票市场一样，人们在外汇市场上持有货币这种基础资产也是具有风险的.比如 
说，1英镑（英国货币）的美元价格每时每刻都在变化，就像一只美国的股票一样.伴随 
外汇市场上的汇率风险，人们对于基于未来的汇率（一种货币用另一种货币表示的价格） 

的衍生证券的需求也就应运而生. 

4.1.1 远期合约 

考察一份远期 交易： 一个美元投资者想锁定在未来某个交易日7 1 获取1英镑的美元成 
本.正如股票一样，复制这份远期合约的交易策略是静态的.买入英镑，同时售出美元._ 
但是这两种货币现金都是有利息收人的，并且正如简单 Black-Scholes 模型一样，我们所持 

有的不是现金而是现金债券. 

具体说来，假设美元利率为常数〜英镑利率为常数心目前购买1英镑需要 C 。 美元 • 

现考虑下面的静态复制 策略： 在时刻 t ， 

• 持有厂 #单位的英镑现金债券，同时 
• 持有 C 。^ 1 ^ 单位的美元现金债券的空头头寸 • 

显然这一投资组合在0时刻的价值是0,而在时刻将得到1英镑，同时支付美元债券空头 

头寸的价值 C 0 e { r ~ u ) T ——这正是远期交易1英镑的美元价格. 

与之相比，股票的远期交易价格是将 Black-Scholes 模型推广到外汇市场情形下， 

必须注意此时两种债券都有利息支付，而这正是差别所在 • 

4.1.2 Black-Scholes 货币模型 

在外汇市场的模型中有三个资产和过程——两种货币的现金债券和汇率 • 相仿简单的 
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Black-Scholes 模型，我们面对的外汇市场模 型是： 

Black-Scholes 通货模型 

假设 A 是美元现金债券， A 是英镑现金债券，是1英镑的美元价格.市场模型是 

美元债券 B t = e rT , 

英镑债券 D t 二 e uT ， 

汇率 C t = C 0 exp ( aW t - bfit ) , 

其中％是] P-Brown 运动， r ， u ， o ■，/ x 是常数. 


4.1.3 美元投资者 

对于美元投资者来说，外汇市场上有两种可获得的交易资产.其一并不复杂的便是美 
元债券，相当于 Black - Scholes 模型中的基准资产可直接交易，但另一个则复杂得多. 

表面看来，随机过程 C ,， 即汇率是一个可交易资产，但事实上并非如此. Q 只是表示 
1英镑的美元价格，然而英镑现金并不是市场上可交易的资产.如果允许持有现金资产，将 
会导致市场存在套利机会.换句话说，由于英镑债券 A 的存在，根据套利致使英镑现金具 
有非零利率 w . 

另一方面， A 本身也非一个美元可交易的对象，它只是一个可交易资产的价格，是用 
英镑表示的价格. 

幸运的是， G 和两者的乘积\ 是一个美元可交易资产.美元投资者可持有英 

镑债券，它的美元价格就是其英镑价格 D , 乘以汇率 C , 转化而来. 

这一转化产生了类似 Black - Scholes 模型的两个过 程&和 S r 

复制三步骤（外汇） 

(1) 寻找测度 Q 使得英镑债券的美元贴现价格 A = B 「' S t = B :' C t D t 是一个鞅. 

(2) 形成 过程尽 氕）. 

(3) 寻找一个可料过程也使得 d 尽= < f > t dZ r 

.■ ■ ■ —^ ma I ■ ■ — _ ■ -- ■ ___ ■ --- --- ■_ . ■ | | | ■ I I - I ■■ ■ ■ -- 11 - ■■~■ - - ~^ - 

步骤 1 

英镑债券的美元贴现价格是 

Z t = C 0 exp (( rW t {jjl + u - r ) t ). 

我们能否找到一个新的测度 Q 使其成为一个鞅呢？根据 Cameron - Martin - Girsanov 定理可 

知仅当 W t ^ W t + 0* _1 (从+ 11-/* + ^7 2 )«是一个化81：_运动时，那么在测度 Q 之下， 

» 

Z t = C 0 exp(cr^ f - ~r<r 2 t) , 


为一 Q - 鞅.进而 
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C t = C 0 exp(o-W t + (r - u - -a 2 )t). 

步骤 2 2 

给定测度 Q ，定义 K 为条件期望过程〜（5广幻乃），如前所示它是一个 Q •鞅. 

步骤 3 

由鞅表示定理可得厂可料过程也，将 A 与相联系，使得 

E t = 芯 。+ J o <}>s^s- 

现在我们需要构造一个复制策略(也，也），它表明两种交易资产 S , 和 R 的持有量，即 

• 持有也单位的英镑现金债券，同时 

• 持有也=& -屯忑单位的美元现金债券. 

这一投资组合策略在 i 时刻的美元价值是 K = 小 t S t +中 t B t =B t E r 如果它的价值变化仅 
来自于资产价格的变化，那么它是自融资的， B 卩 dh =(^ dS ( + AdS ,, 或如 3.7 节所示的那 
样，等价于 d /^=^ d 忑，而这一等式正是由鞅表示定理得到的. 

因为而 心是未 定权益 Z 的贴现值 B 疒 X ，所以我们就得到了一个自融资的 
交易策略(也，也 ） 用以复制任意的一个未定权益尤 



期权定价公式（外汇） 

任一未定权益都有套利价格.该价格由复制它的投资组合策略的价值所确定，即 

R = B t E Q ( B - x X \ T l ). 

其中 Q 是使得贴现资产价格过程4为鞅的概率测度. 
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例 远期合约 

英镑的远期合约.我们现在该如何确定在未来的某个交易日 r 交易1英镑的价格呢? 
如果现在商定按1 英镑 k 美元的价格进行远期的交易，那么在交易日 r 的支付是 


在 f 时刻它的价值是 K = B^ q ( B T l X \ f t ) = e ^ { T ^ E q ( C T -k \ r t ). 所以在 0 时刻确定的 
在7 1 时刻购买英镑的远期交易价格应是 A = E Q ( C r ) ，或者是 


f = Eq I C 0 exp(crW T + (r - u - ^o~ 2 ) 7 1 ) j = e {r ~ u)T C 0 . 


即由英镑的当前价格乘上一个由两种货币的利率差确定的贴现因子而得到.按此交易价格， 
远期合约在《时刻的价值是 


t 7 —uT / ui 广 rt 广 \ 

V t ~ e (e C t - e C 0 ). 

其贴现组合价值就是因此， AE t =e' ur dZ t9 所需的套期保值策 

略也是一常数 e u7 \ 则为常数 - e _ U 7 ^ G . 

这证实了我们在前面对远期合约的直观判断. 
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例 看涨期权 

考虑一份英镑看涨期权.假设拥有一份合约，允许我们有权选择是否在未来的某个交 
易日『按照1 英镑 k 美元的价格购买1英镑.那么在 r 时刻的美元支付是 


x = ( C T - k ) \ 

这一支付在〖时刻的价值是因为心是对数正态分布的随机变量，利 
用下面的一个已知的概率结果，容易计算该价格. 
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对数正态的看涨期权公式 

如果 Z 是服从标准正态分布 A /(0，1) 的随机变量，是常数，那么 


E | (Fexp (aZ - ) - ^) + ) 




因为远期交易价格 f = E Q ( c r ) , 而的值可以写成的形式，其中 
c 7 2 是 k ) gC r 的方差，即是 F 2 7\ Z 在测度 Q 下服从标准正态分布 7 V (0，1). 


那么在0时刻期权的价格就是 E (( FexpO ^- fj 2 ) - ky )， 因此由对数正态期权定 
价公式可知 


^0 



F0> 


{ 


log 


2 


k 


2 


aT 


JT 


/c<D 


J 


log 


F 

k 


a 2 T 




2 




Jf 


相应的套期保值策略是 




4> 


log 


k 


cr\T-t) 




2 


V 




J 


if/ t = — ke rT ^ 


( F 1 ， 

log - —(T (T - t) 


<j a/ 7 1 — t 






其中， 厂是 《 时刻的远期英镑价格，即厂 




C " 


4.1.4 英镑投资者 

对英镑投资者来说，情况就有些不同了_此时市场交易是以英镑为中心运转的.我们 
不能用美元来表示资产价格过程，而是用英镑去 表示. 首先，英镑债券 A =/是基本的计 
账单位.其次我们要采用一个反向的汇率过程 C 。， 代表1美元的英镑价格，它可以写成 
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C 厂 1 = C ^ expi - aW , - fit )， 

但它不是一个可交易资产的英镑价格，就像对于美元投资者一样.所以实际上另一个英 
镑可交易资产的价格过程是 美元债 券的英镑价格 d 

有了这两个英镑可交易资产价格过程， a 与^广 晃， 我们就可重复复制策略三步骤. 

美元债券的英镑贴现价格过程是 

y t = D ~ x C ~ x B t = C 0 _ 1 exp( - crW t - (/jl u - r ) t ), 

这一贴现价格过程 K 在新测度¥下是一个鞅，如果 

W £ t = ^ + u - r - yo - 2 ) i , 画 

是一个 Q f - Brown 运动.套期保值策略和前面一样也是可以操作的 • 

期权价格公式（英镑投资者） 

对英镑投资者来说，在交易日时的支付 X 英镑的价格是 

U t = D t E Q £ ( D ~ t 1 X \ T t ). 

其中， 是使英镑贴现资产过程 K 为鞅的测度_ 

4.1.5 计价单位的转换 

一 个令人担心的可能性——测度 Q ^ Q £ 是不同的.面对同一证券，美元投资者和英镑 
投资者会有不同的价格吗？ 

假设 X 是在交易日^时支付的美元权益，对美元投资者来说，在 t 时刻它的价格是 

V t = (方；11 D (美 兀）. 

而对英镑投资者来说，这一权益支付是英镑，而不是 z 美元.它在 f 时刻的英镑价 
格是 



U t = D t E^(D~ T ] (CrX) I 7 t )( 英镑） • 

这两个价格是一样的吗？即英镑表示的价格转化为美元价格它会和原来的美元价格 
h 相同吗？ 

因为以 -Brown 运动炉 f =W t - at, 所以由 Cameron-Martin-Girsanov 定理之逆可知，测度 
0 £ 关于测度 Q 的 Radon-Nikodym 导数（到时刻 T) 必须是 

d0 £ / ff/ 1 2 r x 

= exp(crlfV _ —(T I ). 

伴随 Radon-Nikodym 导数的 Q - 鞅由条件期望生成，即 
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厂) 


= expiaW, - —a 0 - 


注意到， f 是英镑债券的美元贴现价格过程（只相差一个常数因子），具体地说就是， 

= Z t = B t l C t D t . 再由 3. 4节中的 Radon - Nikodym 注记 （ ii ) 可知，对任一到交易日7 1 时會巨 
知其值的随机变量 X 有 


EyUlA) = ^ ； l E q U r X\r t ). 

因此英镑投资者认可的美元价格是 

C t u t = C t D t ^ £ {D- T l C- T ] X\I t ) ^ U t D- 1 C~ t 1 X\ 兄）， 

代人 C 的表达式即可得到 


C t u t = B t E ^ J f ) = V r 

所以，交易日： T 时的 X 美元的支付，无论对哪一个投资者来说，它的价格在任何时刻都是 
相同的.通过类似的转化计算还可知道两种投资者的复制策略也是相 同的. 因此他们既认 
可相同的价格，同时也采取相同的复制策略. 

鞅测度的不同，实际反映的只是两种投资者采用的计价单位的不同，而非是价格上的 
基本的不一致.关于变化计价单位所带来的影响我们将在 6. 4节中进一步详细地讨论. 

对所有的投资者来说，无论他们采用何种货币作为计账单位，任一衍生权益和其他证 
券的价格都是一致的. 


4.2 股权与红利 

所谓股权即是定期向持有者支付现金回报的股票 • 在此之前的模型中，是将股票作为 
一个纯粹的资产来对待的.对这一模型加以修正之后可以处理红利支付情形 • 

最简单地，不妨从连续支付红利的情形开始. 

连续红利的股权模型 

设股票价格过程4服从 Black - Scholes 模型 ， exp { aW t +叫），同时设仏是常 
利率现金偾券，= exp ( rt ) ， 始于时刻 i 长度为 di 的 一 段时间内支付的红利是 

SS t dt ， 


其中 S 是一个比例常数. 

正如外汇…样，我们面临的问题是股票价格过 程乂不 是一个可交易资产.如果我们在 
0时刻用&的价格购买一份股票，到时刻 t 时售出，那么所得到的财富价值不仅是股票价 
格乂本身，还有在这段时间内持有股票所得到的红利的 总和. 从模型中知道红利支付依赖 
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于从0时刻到 f 时刻的股票价格.股票价格&不再是资产价值的全部，而只是其中的一部分. 

同样如外汇情形，我们 须将乂 转化，寻找一个新的过程，使之包含了 S , 且是一个可交 
易资产.考虑下面的简单的资产组合策略.在0时刻持有一单位股票，随后每当有红利支 
付时，就立即将红利收入用于投资购买一些股票，也即是利用红利连续地调整持有的股票 
的份额.每个小时间段里每份股票支付的红利是 SS , df ， 那么就可以再购入 SdH 分股票.因 
此到 f 时刻时资产组合持有的股票的数量将是 exp(&), 这个资产组合的价值是 

S, = S 0 exp(o-TF ( + (/jb + 8)t) • 

注意模型假设是怎样促成上述这一转化的.我们假定了红利支付与股票价格之比是一个常 
数，从而很自然地通过股息的再投资于股票就构造了一个可交易资产.如果假定事先已经 
知道红利支付这一现金流，且不依赖于股票价格，那么我们就可将这些红利支付重新投资 
于现金债券中（参见 4. 3节关于债券讨论的个例）.模型的假设决定了可交易资产的构造. 

4.2.1 复制策略——股票 

一个投资股票和债券的组合（屯，也）可以重新写成一个再投资于股票和债券的组合 

di / o ， 其中心 =€ _5£ 也.它的价值是 k +*/^，这一新框架的好处在 

于自融资方程保留了熟知的形式 


dV t = ^ t dS t + 

同时，若用普通的股票和债券记号而言，这一方程应该根据红利支付现金流修正为 
也叫+也册，小,紙出，也即，投资组合价值的变化既源于投资股票、债券的损益（方程中 
的两项），同时也来自股息收入 • 

有了再投资的股票，我们就可跟往常一样将其贴现资产 A 转化为一 个鞅. 因为 
现在之 满足下述的随机微分方程 ( SDE )： 

dZ t - Z t (crdW t + (弘 + 5 + 士 cr 2 - r) dt) , 

所以我们须构造一个新的测度 Q 使得 A t 是一个 Brown 运动. 

在此鞅测度 Q 之下， dZ ( = aZ t dW r 要构造一个交易策略去对冲一个交易日时的权益 X ， 
我们又可以仿造简单 Black-Scholes 模型，应用鞅表示定理，也即，存在一个可料过程& 

使得： 


E t = S Q (B^ l X) + j^ s d2 s . 

这一交易策略是持有 A 单位的转换资产&和也 -4> t z t 单位的现金债券.用原来的资产 

来表示，这等价于持有也= e St 4 > t 单位的股票乂和也单位的债券 
因此，在鞅测度之下 
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S t = * SoCxp ( r ~ d _ 



是服从对数正态分布的. 

例远期合约 

一份远期合约规定在交易日时按 价格& 购买一份股票，它的支付是 


在 t 时刻，这一支付的价值是 

V t = E^e-^iSr - k) IJ ( ) - e 聲 0 S t - e_ r ㈣ k. 

使远期合约在 o 时刻价值为 0 的交易价格应该为 s r 的远期价格 

F = e (r - s)T S 0 , 

套期保值策略是在 f 时刻持有也 = e _ 5( m 单位的股票和也=-心―单位的债券.注意这一 
使人略感惊奇的复制远期合约的动态交易策略.与简单地持有一定数量的股票直到交易曰^ 
不同的是，我们现在是连续地用红利收入购买更多的 股票. 为什么？又是因为模型的 
假定——如果红利支付与股票价格\保持一个固定的比例，那别无选择只能将这些股息收 
入重新归到股票之上. 

例看涨期权 

一 份敲定价格为的在时刻7 1 执行的看涨期权的到期支付是 X = ( S r - k ) + ，它在0时 
刻的价值是= E q ( e ~ rT ( S T - k) + y ,也即是 




e 


rTl 


F 中 


, F 1 

log T + 2 


aT 




a 


4 t 


- /eO 


log 



其中 F 是远期交易价格 e ( — 5 〃 S 。. 套期保值策略是持有 +) 单位的股票和卖空 

ke ~ rT ^( -) 单位的债券（这里4>( +)，中（ _) 分别表示上述公式中的两个中项） • 

可见 Black - Scholes 看涨期权公式又一次灵 验了. 如果在测度 Q 下，我们讨论的过程乂 
是对数正态分布的，那么 4. 1节的定价公式还是行之有效的_只要已知远期交易价格 F 和 
期限波动率 ( T 就可以确定看涨期权的价格 • 

例有保证的股权收入 

一份合约根据英国的 FTSE 股票指数来支付报酬，并附带有保证的最小支付额与最 
大支付额.准确地说，它是一份5年期的合约，规定支付 FTSE 股票指数的终期值与其初始 
值之比的90%，如果它比130%小的话就直接支付130% ;但是如果它超过180%的话，那 

么就只支付180%.这样的一份合约价值多少呢？ 

已知 数据： 

FTSE 指数的漂移系数 At =7% 
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FTSE 指数的波动率 a = 15% 

FTSE 指数的红利支付比例 8 =4% 

利息率 r =6. 5% 

因为 FTSE 股票指数包含有100种不同的股票，这些股票各自的红利支付近似于一个连续的 
现金流.这个未定权益％是 


X = min j max { 1. 3 ,0. 9 S T } , 1. 8 } . 

其中 T = 5, FTSE 指数的初始值 S Q =1. 这一权益可以重写为 

X = 1.3 +0.9\( S T - 1.444) + - ( S T - 2) + \. 

也即， X 实际上是两份不同的看涨期权的差（加上一些现金）. S r 的远期交易价格是 

F = e { r - 8) T S 0 = 1. 133. 

利用上述红利支付情形下的期权定价公式分别计算两份看涨期权的（单位）价格，前者是 
0. 0422 ， 后者是 0. 0067. 那么0时刻 X 的价格就是 

V Q = 1. 3 e~ rT + 0. 9(0. 0422 -0. 0067) = 0. 9712. 

实际上，我们并没有理会 FTSE 指数所包含的支付红利的那些 股票. 但是红利支付并不反映 
在这个指数之中，为此我们就会不正确地对此合约估价为1.0183,大约有5%的高估. 

4. 2.2 周期性红利 

在实践中，一只股票只是在一些定期的时段上支付红利，而非连续地 支付. 但这并不 
会对我们的模型造成什么实质的麻烦.不妨假设事先已经知道在 K ，&，..•等时刻上支付 
红利，并且在每一个 L 时刻，股权持有者可得到的股息是股票现价的 S 倍.在支付红利的 
瞬间，股票价格也必定下跌相等数额，否则将产生套利机会 • 那么在任意时刻 r = 我们 
可以假定红利支付恰好等于股票价格的下 跌额. 

周期性红利股权模型 

在一些确定的时间等等，股权支付的红利是红利支付前的股票的瞬时价 
格的 s 倍.股票价格过程的数学模型是 

S t = S 0 (1 - S) n[t ]exp (( rW t +/ xi ), 

其中 n [ t ] = maxli ：^ ^ t \ , 是到 f 时刻为止支付红利的实际 次数. 此外，另有一现金 
债券 = exp ( rt ). 

_——- - ---——- 

我们面临着两个问题_第一个是熟知的， A 不是一个可交易资产的价格过程 • 因而必 
须将其转化为可交易 资产. 第二个则更困难一些.在每个 I 时刻之后， S , 都满足随机微分 

方程 ( SDE ) : dS t = S t ( adW t + (/ i + yo* 2 )dO ,而在那些时刻，股票价格过程都有一个间断 
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的跳跃.因此 S , 是不连续的，这与我们定义的随机过程不一致.幸运的是，转化后的可交 
易资产的价格过程将会弥补这一缺陷. 

考虑下面的交易策略.开始时持有一单位的股票，随后每一次支付红利时，立即将红 
利收入重新投资于 股票. 在 f 时刻我们将拥有 （1- sr + ] 单位的股票，因此这一资产组合 
的价值是 s t ， 其中 

S t = ( \ - 8 ) = S 0 exp(crW^ f + fit ). 

与之前类似， S , 是一个可交易资产.无套利假设使得红利支付额恰好等于股票价格的跃度， 
从而使得良是连续的.我们又回到所熟悉的情形 之中. 

4.2.3 复制策略 


我们将采取的交易策略是 ( A ， 也），其 中&是 在时刻《时持有的转化资产$的数量，也 
则表示持有现金债券忍的数量.这一策略等价于持有屯= (1- sr n[ti &单位的实际 
股票心 

这一策略的贴现价值过程是 K =杏,之+也，其中之是再投资股票的贴现价值过程，即 

Z t = Br ' S r 若 d £ t = 黾 d 2” 那么资产组合是自融资的. 

与之前类似，我们要找一个测度 Q 使笔在此测度下是一个鞅 过程. 因为 d 2, =足 （ adW t 

+ (/ x + yo - 2 - r ) dt ) ,如果 R =% + 0 " _ 1 (/^+士 0 " 2 -小是一个运动，那么漂移项 
将消失，从而笔是一个 Q - 鞅. 

可以构造过程 K = E q ( B - l X \ T t ) , 其中尤是需要对冲的基于股票的期权. 

最后根据鞅表示定理得到一个套期保值策略表，相应地， iP t = E t - H 因此在这种情 

形之下套期保值依然可行.未定权益 X 在0时刻的价值是 
在测度 Q 之下，股票价格过程是 





e “ 


因为它是对数正态分布的，对心远期交易价格为 F = s 。(1 -8) n [ T ] e T 9 那么一份敲定价格 
为 k 的看涨期权的 Black-Scholes 价格公式是 


r 


V , 


rT { 




logy + 士 ( 7 2 7 、 
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JT 


- / c 4> 
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logy - Y a T 
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个纯粹的贴现债券是在未来的到期时间 r 时支付一单位货币的一种 证券. 要是利率 
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恒为常数 r ， 那么在时刻 f 时贴现债券的价值是为更符合市场的实际情况，我们必 
须考虑利率是随机时的影响.由于利率的随机变动，它们未来价值的不确定性将导致贴现 
债券的价格也随机地变化. 

关于贴现债券或附息票债券 (coupon bond ) 的完整的数学模型，将等到在第5章中讨 
论期限结构模型 （term structure model ) 时加以 研究. 在一个简单的 Black - Scholes 模型中， 

我们无须过于担心不同到期时间的利率的交互作用和建模时必须小心应对的套利问®.因 
而不要对利率太敏感、太复杂化.债券价格随机地变动，但是短期利率将是确定的.在实 
际市场中，它们是相互联系的，同时，股票价格或外汇价格也和现金债券价格是相互联系 
的.在短期内，大多数投资者都会忽视存在于这三个市场之间的联系. 

4. 3.1 贴现债券 

关于贴现债券的 Black - Scholes 模 型是： 


贴现债券模型 

假定现金债券 B ,= e X p ( rt )， r 是一个正的常数. 一 个贴现债券的价格过程服从 

S t =S 0 exp(o-W t +/uU ) ， 

对成立， r 是时间跨度，比债券到期时间 T 要小许多. 


从公式上看，它与简单的关于股票的 Black - Scholes 模型并无 区别. 因此在时间『< t 时 
购买债券的远期交易价格是 


F = E Q (S r ) , 

其中 Q 是使为鞅过程的测度.因为 (7 2 r 是 logS r 在测度 Q 之下的方差 （ C 7 是期限波动 
率），那么一份对于 S r 敲定价格为的看涨期权的价格是 





log 
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log 



虽然，必须小心，我们假定时间跨度 r 比债券到期的时间 T 要小许多.当时间7 1 越来越逼 
近 t 时，确定性债券与随机变化的贴现债券的差别越来越不明显，而且基于同样的理由识 m 
别模型中的漂移系数 M 与波动率 cr 越来越困难.一份贴现债券在到期时间 T 时支付一单位 
货币，因此在 T 时的价格必定是\=1. 一个好的数学模型，它的漂移系数和波动率必须保 
证这个归一的性质.在第5章中确实是这样的_在这里如果令 r = T ， 那么我们不能保证这 

一性质_ 

4.3.2 附息票债券 

多数的市场债券都不仅是在到期时支付一个单位的货币，而且在到期之前的一个时间 
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列7\，7 2 ，... ， r „ 都有（少量的） C 单位货币的息票支付，这样的息票支付类似股票红利. 
但与股票模型不同的是，这些息票是事先已经知 道的. 对于时间 r 前后的息票，我们将简 
化处理，而不过于复杂化.最简单的模型是将时间之前的息票看作是确定的现金债券， 
而将时间 T 7 之后的息票（包括最后时间的支付）看作是一个随机价格过程 • 

附息债券模型 — 

设有一个简单的现金债券仏 = exp ( rt ) 和一个附息债券，它在到期时间 t 之前的一个 

时间列 '，乙， ... 上分别支付少量的 c 单位的货币.记/0) = minU :«< rj 表示时间 

f 之后的第一个支付的序列数，令 y = /( r )-1 表示时间 r 之前息票支付的次数，那么附 
息债券在时间£时的价格是 

I # 

S t = Y ce~ r(Trt) + Aexp(crW t + fit) ， t < T, 

i - /( f) 

L—_ ----- - - - ---- ~ ： 

具体地说，我们是将第一类息票（例如在 K 之前的支付）在时间 i 的价值看作是 

ce_ 八 Trt) ， t < T t . 

而对第二类息票（即时间 r 之后的息票）的总和在时间《的价值看作是一个指数 Brown 
运动 


y 4 exp ( £7^ +/1^)，对 （ < 


其中 4，(7，/ X 是常数 • 

在这里 S t 对于息票支付的时刻又是不连续的，我们又可将其转换成可交易资产，就像 
在股票红利模型中所做的那样（参见 4. 2节).然而，因为息票支付是事先已知的，这一次 
我们是持有一个单位的息票债券且将息票重新投资于现金债券中，从而构造一个价格过程 

连续的可交易资产.它的价值是民，其中 

■- 

S ( = V ce ~ r{Ti ~ l) + Aexp ( crW t + 声） • 

i = 1 

显然这是一个连续的随机过程表示的可交易资产 • 

4.3.3 复制策略 

记(心，</0为一资产组合，其中 A 是在时刻 ，时持 有的可交易资产&的数量，也则是 

直接持有的现金债券4= ^的 数量. 记 K 为这一组合的在时刻 f 时的价值，那么 + 
tf , t B r 再 记尽为 其贴现价值，那么尽=表之+也，其中笔是资产良的贴现值.如果 d £, = 
4> t dZ t ,那么这一组合是自融资的. 

跟往常一样，要通过测度变换使笔成为一个鞅 过程. 事实上，之只是一个常现金总量 

j 1 

Yce _rr * 加上一 * 个指数 Brown 运动 / lexp ( o ^+ (/!- r ) f )， 因此如果 1 (弘 + 了 cr 2 
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- 厂 ) （是 一 *个 ( 9- Brown 运动，那么之就是一 '个 Q - 軟. 


对于一个在时刻 r 可支付的期权尤，对于一些可料过程&，价值 过程仏 = E Q 
L ) 可以表示成令那么（杏,，也）就是一^个关于又的套期保值策 
略. I 在0时刻的价值就是£@ 

在测度 Q 之下，债券在时刻 r 时的价格是 

S T - /lexp( crW T + ( r - -^-cr 2 ) T ). 

它是对数正态分布的.因此，根据 4.1 节中的期权价格公式知道关于5 7 的远期交易价格是 
F = Ae rr , 一份 关于心 的敲定价格为 A 的看涨期权的价格是 • 
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现在该把一些不同的目标问题连结在一起了.到目前为止我们讨论的一些范例中有一 
个共同的样板模式在不断地重复着，那就是本章数学模型中的随机过程都是间接地反映交 
易资产的总量.外汇交易过程须从一个不可交易的现金过程转化成一个可交易的贴现债券 
过程.对于股权，必须将红利与其价格重组合在一起才转化为一个可交易 资产； 而对于债 
券，则需把息票重新投资于计价单位过 程中. 所有这些问题的实质都是一个可交易资产与 
不可交易资产的区别问题.只有当可用某种可交易资产去复制时，我们才能用鞅表示定理 
去复制一些未定权益.但是对可交易资产与不可交易资产的区别，现在已达成共识.我们 
能否做得更好呢？ 

在某种程度上说，这是可行的.在本节中我们将有一些非常不错的方法去区别可交易 
资产与不可交易资产.毕竟某些东西在市场上是否是可交易的不是一个数学决策问题•但 
是如果选取一个特定的过程 s , 去表示一个真实的可交易资产，同时选择一个恰当的贴现过 
程 B , ，那么我们就可以去探究由它们所刻画的市场. 

4.4.1 鞅是可交易的 

假设在某个测度 Q 之下，可交易资产的贴现过程是一个 Q -鞅. 对于一个关于 

同一个域流 A 适应的可测过程 K ， 如果它的贴现过程 E t = B ~ ] V t 是一个 Q - 鞅的话，那么我 
们可以得到些什么呢？ 

首先，鞅表示定理告诉我们，只要4有非零的波动率，就可以找到一个户可料过程屯使得 
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= ^> t AZ r 

如同先前的范例一样，我们就可以构造一个组合(屯，也），即在时间 Z 
• 持有屯单位的可交易资产 
• 持有也=足 ~^ z t 单位的可交易资产 A . 

_ 同先前一样，可以证明（也，也）是自融资策略，即它的价值的变化只是来自可交易资 

产的价格变化，而且这个组合在时刻 t 的价值正好就是 

换句话说，就是可以由资产乂和得到过程 VV 所以 K 是一个可交易资产应该是合 
理的.因为它的贴现过程是一个 Q - 鞅，这足以保证它能没有成本地由模型中的可交易资产 
组合生成——所以它本身也可能是可交易资产.当然，所有从一些权益中构造而来的衍生 
证券都满足这样的性质——是一个 Q -鞅 • 

4.4.2 非鞅是不可交易的 
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反之，情况又将如何呢？假定 B 广 K 不是一个 Q - 鞅过程，那么从鞅的定义可知，在时 


间7^与 5 以正概率使得广如果 R 确实是一个可交易资产，但是市场域 
流又导致 Br 1 h 不是一个鞅过程，那么情况会怎么样呢？ 

现定义另一个过程 K ， 设它是复制权益 h 的成本过程，即 R =^1 S Q (5 广那 

么这一过程的终值 W 就是但是在时刻 s 时， R 与又可能是不同的.因为 B 广[^是 
一个 Q - 鞅过程，且 G 可由资产虼组合生成，从而可认为 t /, 是可交易的. 

现在我们有两个可交易资产仏和1/,，他们在时间 r 时是完全相同的，但是在时间 s 时， 
两者不等（是一正概率事件），那么就有一个套利机制.如果说仏比匕大的话，我们就可 
以购买无限多的资产 V ，同时卖出无限多的资产 [/以 便筹集资金.资产组合在时刻 r 


时的价值是0,那么投资的资金就成了确定的利润.如果 R 比 R 小的话，套利机制只须反 
向操作即可. 


所以，如果 K , 真的是一个可交易资产的话，那么由 S ,， A 和三者形成的市场就存在 

——这是决不允许存在的事情.为避免套利机制，如果5广6不是一个 Q - 鞅过程 


套利机会—— 

的话，那么 K 最好不用它作交易. 

现在我们来定义一些具有相同性质的东西.在一个完备的可交易证券市场中，有一个 
直接的办法去判断另一个过程是否是一个可交易的证券.如果它的贴现价格过程在鞅测度 Q 
之下是一个鞅的话，那么它就是可交 易的； 否则，它就是不可交易的. 


可交易证券 

给定计价单位虼和一个可交易资产 s ,， 一个过程％代表一个可交易资产当且仅当它 
的贴现价值过程 B ； 1 ^是一个 Q - 鞅过程，其中 Q 是使得贴现资产价格过程 B ； 1 是鞅 
过程的测度. 

一方面看，这个过程只是尽和乂的线性组合.另一方面看，在一个由一维 Brown 运动所 


定义的市场里，只有两个相互独立的可交易资产.如果多于两个的话，就将产生套利机会. 
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习题 

4. 1如果在测度 Q 之下叉是一个可交易的 Black - Scholes 股票价格过程，即有= exp 
{ crW t ^( r ^^ a 2 ) t ) y 现金债券兄 = e X p () ，证明 

( i ) X t = S 2 t 是不可交 易的； 

( ii ) X t = S 「 a ， 其中 a =2 r / a 2 , 是可交易的 • 


4,4.3 可交易资产与风险的市场价格 

在介绍风险的市场价格之前，最好先对 Black - Scholes 稍做些形式上的改动.在原来的 
模型中，股票价格过程5 ( =5^叩(0"%+叫），用随机微分方程表示就是 

dS f = S t ( crdW t + (/x + yo - 2 ) dt ). 

我们发现用随机微分方程的形式定义股票价格过程，将显得更加方便一些，典型地，如果 
S t 满足下面的随机微分方程 


dS t = S t (adW t + fidt ) , 

那么这一 SDE 的解过程是 S , =S Q exp(aW t + (/ i - ycr 2 )0. 这与原 Black - Scholes 模型中的股 

票价格过程相比只是漂移系数相差一个常数 | cr 2 , 因此它可以看作仅是一个记号的变化而 

已.两种形式都可以用来定义几何 Brown 运动 • 但是 SDE 方式可以使一类更为广泛的模型 
变得更加容易处理. 

现在假设有2个可交易风险证券&和式，它们同在一个市场中，即都是同一 Brown 运 
动％ 的函数，并由下面的 SDE 所 定义： 

dS\ = + /ijdt) , i = 1 ,2. 

按照以前对可交易资产的讨论，要使4和史的贴现价格过程在同一测度 Q 之下都是鞅过 
程.所以，假定计价单位 A = exp ( rt ) ，那么无论 i = 1,2，都有 





r 


是一个 Q - Brown 运动.然而，这只有在两个漂移项有相同的变化时才会发生，即 


Ml - 厂 

(T^ 


从2 

- 






对一个常令人迷惑的巧合，经济学家常常对这一相等的量赋予经济上的含义——如果将^ 
看作是可交易资产的增长率 （ growth rate ) ， r 是无风险债券的增长率，同时视 o •为资产的风 
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险度量，那么 


就是单位风险（关于风险利率）的超额回 报率. 我们称它为风 险的市场价格 （market price 

of risk ) * 

利用风险的市场价格，我们可以简单地根据资产的随机微分方程来选出可交易资产 • 
同一市场的所有的可交易资产都有相同的风险的市场价格. 

4.4.4 一般的风险市场价格 

现在可以考虑更一般的单因子模型.更严格的讨论将在 6*1 节中 进行. 但是现在可以 
看到一个一般的随机过程&满足下面的随机微分方程 

dS t = S t (( r t dW t + fji t dt ) , 

其中％ 和 A 都是可料过程.定义 

— r 
(T t 

它是一个依赖于时间和状态的风险的市场价格.除了这一形式上的变化，上面得到的规律 
仍然成立，即所有的可交易证券在每一个瞬时必须有相同的风险的市场价格. 

4. 4.5 风险中性测度 

我们先回忆一下前面得到的结论，在一个由股票和计价单位定义的金融市场中， 

判断一个过程是否代表一个可交易资产 ，就看经 贴现 之后，它和是否有相同的鞅测 
度.从随机微分方程的角度看，就看它是否与有相同的风险市场价格.该风险市场价格 

实际上就是 Cameron-Martin-Girsanov 定理中的 Brown 运动的漂移系数的 变化. 所以我们自然 

地可以从 SDE 中选出所有的可交易 资产. 

同时，我们将测度 Q 自然地解释为 风险中性测度 （ risk-neutral measure ). 如果将 SDE 
按照 Q - Brown 运动 R 表出 


d5 f = S t (a t dW t + 从 dO ， 

那么 S t 是可交易资产的价格过程当且仅当它的风险市场价格是 0. 因此，所有的可交易资 
产在测度 Q 之下与现金债券有相同的增长率，与它们各自的风险 a 无关，即测度 Q 是关于 

风险是中性的. 

但是，我们不应当过分曲解它的经济上的意义，认为在我们的单因子模型中所有的可 
交易资产在每个瞬时都是完全相 关的. 它们拥有相同的风险市场价格不是因为某些深奥的 
经济原因或投资者表现为一致的风险偏好，而是因为如果不这样的话将会有非鞅过程，从 
而产生套利 机会. 风险市场价格只是一个从测度 P 变化为 Q 方便的代数形式，并没有别的新 
用处. 


4. 4. 6 不可交易置 


4.4 凤险的市场价格 87 


但它是方便的.现在回到我们的议题——讨论不可交易的过程.在外汇、股权和债券 


种情形下，存在一个过程，它与可交易资产有固定的函数关系，但它本身并不是可交易 
的.具体地说，可能有一个不可交易量尤，服从下面的随机微分方程 


dX t = cr t dW t + 

其中 A 和/^是可料过程， R 是 P-Brown 运动，这里的 o ■，和仏可能是常数也可能是一个常 

数与夂的乘积，但它们也不一定是这些情形 • 

已知 尤是不 可交易的量，但是孓的一个确定性的函数 K =/( 尤）是可交易的，那么根 

据 It6 公式， F, 满足如下的 SDE 

dy t = a t f f (X t )dW t + (X t ) + )d^ 


因为是可交易的，可立即写出它的风险的市场价格 • 为此假设贴现率是常数『，那么 


Jt 


^ f ( X t ) ^\ a ) nX t ) - rf { X t ) 


因为这一风险反映了测度从 P 到 Q 的变化，为此得到孓在新测度 Q 下满足的 SDE 


〜 rf ( X t ) - 

dX t = a t dW t +- f f ( X ) dL 

因此，对于基于尤的权益，我们就可以利用毛在风险中性测度下的 SDE 通过通常的期望 
途径对它们进行定价. 

例 （ i ) 如果弋是一个可交易资产的对数，那么/就是指数函数 / O ) =’ 在叫 
=/ x 是常数（即是基本的 Black - Scholes 模型）简单的情形下，那么可交易资产的风险的市 

场价格是 


7t 



X t 在相应的风险中性测度下的 SDE 是 

dX t ^ adW t + (r — ya - 2 ) dt . 

依赖时间的变换 

更一般地，假设利率是一个随机过程孓是不可交易的，满足下面的随机微分方程 

dX t = a t AW t +^ dt , 
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F 是一个可交易证券，它是％和时间的确定性函数，亦即， Y t =f(X t ,t) y 那么在鞅测 
m 之下的 SDE 是 


rJ(X t ， t) 


dX t 


-"w 


t dW t + 


2 


2 t f r (X t ， t) —d t f(X t ， t) 




dt 


其中/和尸分别是 / 关于 x 的一阶和二阶偏导数，是/关于时间 f 的偏导数. 

( ii ) 设股票价格过程是红利支付比率是 SS r 令弋即为过程 S f ， 并假设它服从 Black - 


Scholes 模型，即 


dX t = X t (<rdW t +^idt). 

资产 F t = exp (50^, 是将红利重新投资于股票得到的可交易 资产. 因此，函数/是 /( o ) =^ S . 
可交易资产的风险市场价格是 

fiX.e 81 + 8X t e St - rX t e 5t » +5 -r 

7 t = -7^ = 代 ， 

(rX t e (T 

同时， A 在风险中性测度下的 SDE 是 

dX t = X t (a-dW t + (r -5) d 0- 

( iii ) 外汇，“绕过错误的处理方法”.令 C , 是美元与德国马克的汇率（表示1美元的 
马克价格），那么如果 用美元来支付 的话， C , 就不是可交易的（例如，若 C t = L 45 马克， 
那么1,45美元就不是可交易 的）. 然而，过程 1/ C t 是可交易的，或更严格地，如果德国货 

币的利率是常数 u 的话， e w / C , 是美元可交易资产.如果满足下面的 SDE : 

dX t = X t (cr t ^t + 叫山）， 

那么在依赖时间的函数变换 / U ，0 == 〆 /%之下，在风险中性测度下的 SDE 是 

dX t = X t {(r t AW t + (a 2 t +fi - r)dt). 


4.5 双重货币工具 

英国石油公司 （British Petroleum ， 简记 BP ) 的股票是以英镑进行交易的 • 如果忽略英 
镑作为货币计价单位，只是将股票价格视作一个单纯的数量的话，这一数量就可以用任何 
一种货币作为计价 单位. 像这种保持原来的数量不变，而采用“错误”的货币作为计价单 
位进行等量的支付的合约，就叫做双重货币工具 （ quantos ). 例如，如果现在股票价格是 
5 , 20英镑，我们可设计一份衍生证券将此价格量转化为等量的美元支付，即 5. 20美兀•显 
然这并不等于 BP 股票的美元价格，后者依赖于汇率.我们所做的事情只是一个形式上的单 

位转换，而原来的数量则保持不变. 



4.5 双重货币工具 
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最好用一些例子来描绘双重货币工具，以下有三个. 

• 一 份远期合约，规定在时间 r 时按照一个事先商定的美元价格购买用美元计价的 

BP 股票. 

• 一 份数字合约，规定在时刻当 BP 股票价格超过一个预先约定的水平时支付1 

美兀. 

• 一份期权，规定持有者收到在数量上与 BP 股票价格减去敲定价等量的美元 • 

在这些例子中，衍生证券都是以另一种货币进行错位转换支付，而不是以原证券认定 
的货币去支付的.直觉告诉我们，这种货币错位转换支付，并不是避开汇率，而是具有更 
基本的意义. BP 股票用美元支付是一个有意义的概念，但它并不是一个可交易的资产•这 
种支付是一些不可交易 的量. 

假设有一个简单的两因子 模型. 实际上，我们至今并没有遇到过多因子模型，但相比 

单因子模型它们并不会产生什么实质性的问题.详细的讨论将在 6. 3节中进行.现在我们模 
型中有两个过程，一个是股票价格，另一个是汇率，它们由两个相互独立的 Brown 运动％ ( t ) 
和％⑴所驱动_ 

为构造起见，回忆习题3.2,如果常数 p 取值于 -1 和1之间，那么 P %(0 + Vl - p 2 
%⑴也是一个 Brown 运动，它与原来的 Brown 运动％ (f) 的相关系数是 p. 这是一个很有 

用的方法，从两个相互独立的 Brown 运动中构造两个相关的 Brown 运动. 

现假设，漂移系数 W 是常数，波动率 A ， A 是正常数，相关系数 _ l < p < l . 有了这 

些常数，双重货币工具模型是 


双重货币工具模型 

以英镑进行交易的股票价格4和1英镑的美元价值分别满足过程 

S t = S 0 exp ( o-j Wy { t )+ iiX ) , 

C t = C 0 exp {p<T 2 W x {t)-\-pa 2 W 2 (t) + vt). 

其中， 3 是 p 的正交补， / TV - 此外，有一个美元现金债券圪= exp (…和 一个英 
镑现金债券 A = exp ( uf ) ，其中利率『， u 是常数 • I 

在找出美元可交易资产之前，先看看和 C , 的方差.如果用向量形式表示我们的模 
型，那么随机向量 ， logCJ 是联合正态分布的，其中均值向量是 （ logS 。+/ i /， logC f (> +?4)， 

协方差矩阵是 


PO-2 



0 

pO - 2 




po~iO - 2 


P ^ X 0 '! 


2 

cr 2 




* 


也即， 乂的 波动率是常数^ , c f 的波动率是常数 A ， P 是它们的相关系数. 


4.5.1 可交易资产 


从模型来看，美元可交易的资产是什么呢？直观地，从 4.1 节对外汇的讨论可知，有 
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三个美元可交易 资产： 英镑债券的美元价格过程 C t D t ; 股票的美元价格 CA ; 还有一个就 
是计价单位，即美元现金债券乾. 

经第三个计价单位贴现之后，我们得到前两个可交易的贴现价格过程 fir 和 
^ 1 C t S r 它们分别满足下面的随机微分方程 

dY t = Y t (p<r 2 AW x (t) ^pa 2 dW 2 (t) + - r)dO, 

dZ t = pcr 2 )dW l (t) + p(T 2 dW 2 (t) 

+ (/x + v + 士 erf + pcr l ( r 2 + \ a \ ~ Odf ). 


m ( 这两个 SDE 可以利用 6. 3 节的多因子的 ltd 公式得到 •） 

正如上节对风险市场价格的讨论一样，我们需变换测度使这两个过程为鞅过程，或者 
等价地写出反映漂移系数变化的风险市场价格.因为现在有两个风险源％(0和％(0,因 
此应该也有两个风险市场价格.分别来看，即风险市场价格 71 (0对应风险源％ 0)，风险 
市场价格40对应风 险源％ G ). 或者说，我们有一个风险市场价格向量 （ 7 i ( t )， y 2 ( t )). 
我们要选择这样的一个向量7使得 df 和 dZ , 的漂移项同时 消失. 毫不奇怪，这意味着要同 
时处理两个方程，或等价地对下面的矩阵 求逆： 


7 i (0\ = / pcr 2 

y 2 ( t)l Vi + PC 7 2 


P0~2 

po - 2 







2 


+ «； + ~( T X pa X ( T 2 


2 


< r 2 




以上只是更一般情形下的一个特例，一般情形下的高维风险市场价格公式是 

= X 1 (弘 _ rl ) ， 

其中， X 是资产的波动率矩阵， / x 是资产的漂移系数向量，1理解为常向量（1，…， 1). 详细 
的讨论参见 6. 3节 • 

在这里，风险市场价格向量 h = ( yi (0 ，7 2 (£) ) ，其中 

1 2 1 2 
/x + —cr, 4- pa x a 2 - u v + — (7 2 + u ~ r - pa 2 J\ 

7 i = - , 同时， 7 i = - = - . 

O"! pcr 2 

因此在测度 Q 之下， S, 和（；分 别为： 


S t = S 0 exp (< r 1 (0 + (u - p ( r l a 2 


h - o -]) t ) ， 


C t 


= C 0 exp ( pcr2W l ( t ) + p < J 2 W 2 ( t ) + (r - u - 






4.5 双重货币工具 
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习题 

4.2 证明在使得 炉 ,（0 = %(0 + />0) 山 ，£ = 1，2为 Brown 运动的测度 Q 是 （和 4 
的鞅测度. 


显然，⑴⑴也是一 Q - Browri 运动（在习题 3. 2中证明了），因此这里的汇率 
过程和 4. 1节中的一 ■致. 

但是股票价格过程 S f 和我们的期望有所不同，在漂移项中多出 - paa 这一项 • 对于 
p 的每一个取值（除了之外），经美元债券贴现的股票价格过程都不是一个 Q - 
鞅过程，因此用美元支付的价格是不可交易的，这和我们的直觉是相吻合的.没有任何一 
个组合策略，它的美元价值会在数量上和 BP 股票的价格相同. 

4.5.2 定价 

因为有了鞅测度 Q ， 使美元可交易资产都是鞅过程，因此我们可以对双重货币合约进 
行定价. 

4.5.3 远期合约 

为对一份远期合约定价，先写出股票价格过程在时间 r 时的数值， 

S T = exp( - p(T x (T 1 T) F exp(cr , 4^1- \~(t\T) , 

其中 F 是心 远期价格，即 F = S 0 e uT , Z 是在测度 Q 之下服从标准正态分布的随机变量. 
因此双重货币合约中的远期合约在0时刻的价值是 

K 0 ^e~ rT E Q (S T -k) =e~ rT (exp( ~ pa l a 1 T)F -k) , 

要使这样的合约可以存在于市场上，即要使它在 0 时刻的价值为 0, 那么 ft 必须是 Fexp 
( -pa { a 2 T) 这显然与在英镑（本币）交易下的远期交易价格 F 不同 • 因为 h 都是正 
的常数，所以要使双重货币合约中的远期交易价格比原来的远期交易价格大，当且仅当股 
票和汇率是负相关的. 

这确实是件有意思的事情.如果双重货币合约中的远期交易价格和原来在本币交易下 
的远期交易价格 F 相等的话，那么我们就可以在0时刻构造如下一个交易 策略： 

• 持有 C^expGr - a ) 7 1 )单位的敲定价格为 f 的双重货币远期合约_ 

• 卖空一单位的本币交易下的敲定价格为 F 的远期合约. 

如果假定是正确的话，那么这一交易策略在0时刻是无须任何成本的，而在时间 r 时, 
这一静态的复制策略将得到的美元收益是 

C 0 exp(( r - u) T) (S T - F) — C T (S T — F) = ( C 0 exp( (r — u)T) - C T )(S T -F), 
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注意到 C c exp (( r - u ) r ) 是 C r 的远期 FX 利率. 现在我们来考察负相关的影响.如果股票 
价格高于它的远期而同时 FX 利率低于它自身的远期价格的话，那么这一交易策略在时间 T 
时的价值就是正的.或者，如果股票价格低于它的远期价格 F 同时 FX 利率则高于它自身的 
远期价格的话，这一交易策略的美元价值也是正的. 

负相关将使得这种双赢的局面成为可能.完全负相关使之成为必然.因此，如果双重 
货币合约中的远期价格的确是 F 的话，将不难构造套利 机会. 所以在负相关条件下，双重 
货币和约中的远期价格必须大于 

4. 5.4 数字合约 

一 份数字合约，它的到期支付是/ ( S r > A ) 美元，它在0时刻的价格是 Rze-KQ ( S r 
> A )， 或者如果记~=心叩（ - P a | C r 2 r )， 即为双重货币合约中的远期价格，那么 

<T,Jf J 

再一次为 exp (- P o " lC r 2 ： r ) 项惊讶，且在一个更‘干净’的期权中. S r 大于 A : 这一事件与这 
一期权是英镑支付还是美元支付无关.但是复制定价这一期权时，不是在测度 P 之下进行 
的.复制策略包含了与股票价格是相关的汇率. 

4. 5.5 看涨期权 



最后，我们可以计算双重货币合约中的看涨期权的价格为 



也许对一个对数正态模型并不奇怪，这只是用双重货币合约中的远期价格 f Q 表出的 Black - 

Scholes 公式. 


习题 

4.3 假设 NNT ， 一支日本国的股票，它的价格过程是 S, ， C, 是美元对日元的汇率， 
表示1美元的日元价格， P 是两者的相关系数，其他假设和本节中的模型相同.此时的错位 
_ 转换支付下的远期交易价格在表达形式上与英镑情形下相比，有什么不同呢？ 
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时间就是金钱，今天的1美元比明天的1美元更值钱，明天的1美元比明年的1美元更 
值钱.那么，时间的价值到底是多少？每一天的时间价值都是相同的吗？货币的价格随着 
时间变化而变化吗？ 

利率市场就是货币价格变化的场所.拥有明天的钱、一年后的钱、十年后的钱的成本 
是多少？前面，我们在模型中作了假设，假设货币的成本是常数，但实际上并非如此 .一 
段时期货币的价格不仅仅依赖于时间期限的长度，而且依赖于利率市场每时每刻的随机波 
动.于是，货币表现得像股票一样，有一个由 Brown 运动驱动的噪声 价格. 

利率市场的不确定性使建立在货币未来价格基础上的衍生工具的产生成为可能.债券、 
债券期权、利率互换、不同货币时间价值的奇异合约 （exotic contract ) 等等都是由基本的 
利率证券引出的，正如股票期权由市场中的股票所导出.从名义现金流来看，这样的利率 
衍生产品市场比股票衍生产品市场要复杂得多.幸运的是，我们仍可以按照前面所用的无 
风险套期保值方法计算这些产品的价格. 

5. 1利率市场 

最基本的利率合约就是现在支付一定的现金量以换取将来（通常）更多现金流的一个 
协议.一般地说，这类合约的价值除了依赖于货币的时间价值以外，还依赖于其他一些因 
素，如承诺者的信誉以及协议的合法性.诸如信用度及类似的因素不是这里所关心的问题， 
对它们定价是债券市场而不是利率市场所要考虑的.我们只关心无违约 （ default - free ) 债贷 

货币的时间价值. 

仅仅需要两个量就可以刻画这个基本合约，一是它的时间长度，或者说到期时间，它 
记录了我们接受以后支付的 时刻； 另一个是到期支付与初始成本的 比例. 我们称到期时间 
为最后支付的比例在初始时刻的值为 P ( o ， r ). 换句话说，： r 时刻1美元可以在零时刻 
以美元购买 r 时刻的1美元. 

5.1.1 贴现债券 

我们也可以把将来1美元的承诺作为资产，该资产在『之前的任何时刻《都有其价格， 
该资产称为贴 现债券 （discount bond ). 尸 (0 ，7 1 )为其在零时刻的价格，在到期时间 T 之前的 
任何时刻 f 都有不同的价格尸0，：0.从而，在 r 时刻收到1美元的合约在 f 时刻的价格 P 
( t ， T ) 为时间的过程——可交易证券的价格过程. 
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对任何到期时间 7\ 就像股票市场一样，也有一可交易资产，其价格过程为随机的.我 
们认为应该可以对其行为进行建模，并且对用来对冲其风险的7 1 -债券的期权定价.（惟一的 
差别在于技术上的不同，债券朝着它的既定的终端运动——在到期日债券的价值为1美 
元，即 p (7\ r )= i ; 而股票将来的价值却不可知.然而这种差别对定价来说并不是问题 .） 
可是，到期日并不惟一，对无数可能的到期日都可以对应一个合约.这样，不同到期 
日的债券是相关的.短期来看，十年期的债券与九年期的债券，在短期内价格变化非常类 
似.我们不能把不同的债券像股票一样孤立对待，这是利率市场中存在的真实的挑 战：基 
_ 本的贴现债券由两个时间指标——初始时刻与终端时刻作为 参数. 从而，债券价格是两个 

时间变量的函数，而股票价格仅仅依赖于一个时间参数. 

债券价格的图像事实上是一个三维空间中的二维曲面，我们可以用一个二维截面切割 
它.两个例子说明 如下： 沿着直线(图 5-1) 和 r = 10 (图 5-2) 分别切割该曲面得到 

了两个截面图. 

侦券价格 债券价格 



图 5-1 债券当前的价格 图 5-2 10 年期债券价格与时间的关系 

图 5-1 不是一个资产的价格过程，而是不同资产（不同到期日的债券）当前价格的谱 
图.它反映了货币的时间价值，正好量化 T 现在拥有现金比将来拥有现金好多少.一般说 
来，离支付日越远，债券当前的价值越小 • 图 5-2 是一个特别资产（十年期贴现债券）的 
价格.它不是一条光滑曲线，而是一个带有噪声的随机过程，在其到期日达到面值 1. 图 5-2 
的起点是图 5-1 的终点，其值为 P (0，10) ，是10年后收到的1美元在现在的价值. 

5. 1.2 收益 

图 5-1 中的曲线并没有特别地反映出市场所发生的变化 • 猛地看上去，除了告诉我们现 
在的一块钱比以后的一块钱更值钱之外，该图并没有告诉我们更多的含义 • 能较好地描述 
市场的是债券所隐含的平均利率 • 如果利率为常数「，到期日为^的债券在《时刻的价格为 
m e - r ( r -°. 这时 ， r 可由 给出，即;*= - logP ( U )/( r -0. 

在利率不是常数的情况下，上述表示也是有用的.我们所导出的利率尺称 为收益 
( yield ) ， 对任何小于7 1 的 t ， 该映射为从价格到收益的1 一 1映射-没有丢失任何信息. 


\ 
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收益 


给定〗 时刻贴现债券价格 P ( t ， T )， 收益 /?( f ， r ) 由下式给出 


R ( t ， T ) 




从而，对任何给定的债券价格贴现曲线，都可以产生一条收 益曲线 (yields curve ) ； BP 
对任意给定的 G 该曲线为关于 r 的图像. 

收益％ 收益％ 






-到期円 
10 


12 



10 


到期 n 


图 5-3 f=0 时的收益曲线 图 54 t =4 时的收益曲线 

我们一眼便能看出，债券价格曲线与收益曲线含有完全相同的信息. 一 方面，长期债 
券的价格总是低一些，因此债券价格曲线总是向下倾斜的，因此是多 余的. 另一方面，收 
益曲线可以为关于到期日 r 的增函数或者减函数，这揭示了债券的平均回报与到期期限之 

间的关系- 市 场的期 限结构 （ term structure ) • 

不同到期日收益之间的差异反映了市场对将来利率的信念.如果将来利率可能是较高 
的，则长期借贷要比短期借贷付更高的利率 • 由于到期期限长，利率的不确定性更大，因 
此一个典型的收益曲线随到期日的增加而 上升. 但是，如果当前的利率是高的而预期它将 
回落，则收益曲线是逆转的，长期债券的收益将比短期债券的收益低（图 5-4). —个好的 

模型应该能够体现这些可能性. 


5.1.3 瞬时利率 

现在我们再来看货币的价格是 什么？ 尽管收益曲线揭示了不同时期的借贷利率，但是， 
如果我们能用一个数来概括当前的借贷成本，将会方便得多.我们能做的是考察瞬时借贷 
的当前利率，即（几乎）立刻偿还的借贷利率_如果在时刻 d 昔入，借款期限为 f 到 


其中心是小的时间增量，则收益率为 + 


R ( t,t + AO 


log P ( t,t + At ) 

At 


* 


时间增量越小，该值越逼近于尺0，《)，它是 t 时刻收益曲线的左端点.称该值为瞬 时利率 


(instantaneous rate ) 或者短 期利率 （ short rate ) r t ，可由下面的两个表达式表述: 
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r t = ~ 告 lo g P(M). 

瞬时利率仅仅是时间的一个过程，与其他参数没有关系，图 5-5 描述的是与图 5-2 10 
年期债券的演化相对应10年期短期利率的例子. 


短期利中:％ 



图 5-5 瞬时利率 

如果短期利率与债券价格相关，我们可以看到它们之间的相互影响.比如短期利率越 
_ 高，债券价格越低，在图 5-5 中的4年和8年的时刻利率升高而债券价格却 降低. 更有趣的 

是，从图54中的反转曲线可以看出 ， f =4时刻的短期利率甚至超过了长期债券的递增的 
收益. 

瞬时利率不仅仅是利率市场中的一个重要过程，而且其行为已促进了许多模型的建立， 

所有债券的价格都可由所建立的利率模型 推出. 

* 

5.1.4 远期 

短期利率过程 q 不是贴现价格曲线 p ( f ， r ) 的1 一1映射，因而丢失了一些信息 • 一般 

地，仅仅给出 r ,， 不给出债券价格运动的额外情况是不能得到曲线 PU ，? 1 ) 的. 然而，瞬时 
利率用起来很方便.我们所需要做的是将推广，在保持瞬时性的前提下，能将价格 p(t ， r) 
与收益 一 1对应起来. 

考虑一远期合约，在时刻《双方约定在此之后的时刻 C 作岀支付，在 r , 之后的 r 2 得 

到偿还.这样，便对债券敲定了一个远期.那么应支付的远期价格是多少？ 

复制该合约的一个方 法是： 在 f 时刻买入一份 TV 债券，卖出份 7 V 债券. 因此在 t 时 

亥 IJ ， 该交易的初始成本为户0，八）到八时需支付美元，到八时刻得到1美 

元.为了使该合约的初始价值为零，所选择的必定为 

7 _ P(tj 2 ) 

" PUJY ) 9 

该—定是7\时刻所购买的 7 V 债券的无套利远期 价格. 所对应的（远期）收益为 

log P(t,T 2 ) - log P(t,T,) 

T 2 - T' 

如果我们选择的 K 和『 2 非常接近，比如， T'=T ， T 2 =T + IU ， 当&越来越小时，上 
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述远期收益收敛于瞬时借款的远期利率，即 

f ( t , T ) =-^log 

该利率，简单地称为远 期利率 （ forward rate ) ， 为 T 时刻瞬时借款的远期价格.正如我们所 
期望的，现在时刻，即借款的“远期”利率就是当前的瞬时利率，也就是说 

f ( t ， t ) = r t , 

然而，不像 r ,， 给定远期利率 /0， r ) 可以得到 P ( f ， r ) 的价格以及收益曲线 /?( f ， r ). 图 5-6 
给出了一个 / dr ) 的特例. 

表面上看，远期利率曲线很像债券收益曲线（图 5-3). 收益曲线与远期曲线确实在曲 
线的左端点（都为瞬时利率）重合，一般来说在其他点两条曲线是不相同的.对进 
行微分并整理得到 

f { tj ) = R { tJ ) + ( T - t ) 晋 ( t ， T ). 

该公式告诉 我们： 如果收益曲线是上升的，则远期利率大于收益，反之则小于. 


远期利率％ 




到期门 


图 5*6 时刻的远期利率曲线 

远期利率作为时间而不是到期日的函数，不是那么光滑的，但是作为由初始值 /( o ， r ) 
出发的随机过程，仍可以得到 T 7 时刻的 

5.1. 5 小结 

存在无违约的零息票贴现债券市场 . r 时刻支付1美元的 r - 债券在 t 时刻的价格为 

p ( tj ). 债券在剩余时期的平均收益为在将来某时刻 r 瞬时借款利率的现价为远 

期利率 / U ， r ). 瞬时即期借款利率的价格为 r t =/?( M ) 

这两个相互联系的利率尺 （ it 7 ) 和 / o , 71 ) ，包含了债券原来所有的价格信息，可以相互 

导岀.严格地表达 如下： 

——- ■ - 

_ _ _ u 1 1 P ■■国 

利率市场小结 

远期利率及收益可以用债券价格表示为 

f(tj) =-^io g p(i,n, /?(t,n =- H 1 1 . 
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反之，债券价格可以由远期利率或收益表 示为： 

P ( t , T ) = exp ^ - I f ( t , u ) du ), 

P ( t , T ) = exp ( ~ (T - t ) R ( t , T )). 


换言之，通过对它们三者中任意一个进行建模，便可以自动得到另外两者. 

5.2 一个简单模型 

一个具体的例子说明如下.这一章的关键在于我们可以完全按照股票模型那样对利率 
进行建模 . Its 公式既难于理解，对模型的建立意义也不大——就像建立 Black-Scholes 公式 

一样，真正起作用的是鞅表示定理.在 Black-Scholes 公式中，仅仅有两个标准资产可供交 
易（股票和债券），然而，现在有无数的潜在的贴现 债券. 在这些债券中仅仅挑选两个似乎 
厚此薄彼，但这种担心将被证明是多余的.在风险中性测度下，可证明所有可交易品种都 

是鞅，它不依赖于基本标的选择. 


简单利率模型 

给定一个初始的 [ 可积远期利率曲线 /( o ， r ) ，远期利率曲线的演化表 示为: 

d t f ( t , T ) = adW t + a ( t , T ) dt y 

其中， o ■为常数波动率， a 为漂移，它是关于时间和到期日的确定性函数. 


我们通过建立关于远期利率而不是任何资产价格的微分方程来描绘市场.然而，像第4 
章一样，只要不使用 ItS 方法对某些东西定价，就不会有问题. 

远期利率可以表示为 

f ( t , T ) = aW t + f (0 J ) + f:a(s ， T)ds. 

从而，远期利率服从正态分布，不同到期日的远期利率的运动是完全相关的，两者之差 
f ( t , T ) -/( f , S ) 是确定的.该模型中只有一个随机性来源—— Brown 运动％，且它是关于时 

间 f 而不是到期日的过程. 

5.2.1 可交易证券 

可交易证券可能不是 W 过程，那么到底是什么？很明显，我们需要选择一个计价单位. 
尽管在第6章将证明计价单位的选取并不重要，通常人们会选择一种标准的计价单位——由 

瞬时利率 G 生成的现金债券叹.昃满足 

dB t = J 5 0 = 1. 



5.2 —个简单模型 99 


因为 r f =/( t ， t )， 很容易写出它的积分方程 

r t = o - W t +/(0,0 + 

[ 技术上的难点：&所满足的随机微分方程并不是 / O ， r ) 满足的随机微分方程在 r =«时的 
表达式，由 It 3 公式有 dr t =d t /( M ) ] 不像在基本的股票模型中，利率为 常数. 

这里，利率为一服从正态分布的随机过程，从而可能取负值.后面将给出克服这一缺 i 的 
模型，目前为简单起见，暂时釆用此 模型. 对现金 债券仏 - exp( j \ s ds ) ,它的表达式稍有 

点复杂 

B t = exp^cr f W s ds + /(O , u ) du + J a ( s ^ u ) duds ) - 

这将成为可交易的计价单位. 

另一个可交易资产是什么？如前面提到的.虽然选择哪一个都似乎看起来厚此薄彼， 
让我们还是选择其一.对固定的 L : r - 到期债券的价格 PU ， r ) 为 

P { t , T ) = exp (-丄 /( f ， u ) du ) 

T i 7 1 

或/ ， r ) = exp (- ( a(T - t ) W t + f /(O ,u) du + f f a(s , u ) duds ) J - 

5.2.2 复制策略 

如果我们想要复制某个小于『的到期日为 S 的未定权益 X (这样在未定权益到期之前， 
7 M 责券仍可交易）.在第 2 章、第3章与第 4 章采用了三步复制策略，因此，至少首先可以 
如下 进行： _ 

三步复制法（利率市场) 

(1) 找一测度 Q ， 使得在 Q 下，由现金债券贴现的 f 债券 Z t = B ； 1 P ( t , T ) 为一鞅 • 

(2) 构造过程尸） • 

(3) 找一可料过程也，使得 _ 

首先，我们考察看起来复杂的贴现债券价格过程 A = 

Z t - exp (- ( a (T - t ) W t + a [ + 」。 f (0 9 u)du + J a(s 9 u ) duds)Y 

注意到项可微，可由乘法法则处理，而指数中的其他项要么是常数，要么 
也可微，由 itS 公式，便得 z , 所满足的随机微分方程为 

dZ t = Z t ^- a ( T - t ) dW t - ( f r a ( f , u ) du)di + yo - 2 ( T - O ' df ). 
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接下来的步骤就很熟悉了，尽管以前的现金债券虼为确定性的，但现在的（随机） A 及 
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T ■债券 P ( tJ ) 都是适应于同一个 Brown 运动％，因此找到 Z , 没有本质上的困难. 

步骤1 

得到的 SDE 后，首先要考察是否能找到测度变换下的 Brown 运动的漂移％，使得在 
新的测度下，4为无漂移的.很明显，这个％应为 

% =- ycr ( T -0 ^ ^_ t ) ja ( t 9 u ) du . 

因为直到 S 时刻％都是有界的，满足了 C - M-G 定理的条件，从而可以找到测度 Q 与 P 等价， 
使得 W t = W t + f % ds 为 Q-Brown 运动，现在贴现价格过程满足的随机微分方程变成 

dZ f =~ aZ t ( T - t ) dW r 

从而，过程 A 的漂移为0,因为直到 s 时刻有界，故4为.鞅. 

步骤2 

令 K 表示贴现权益 B ； x X 的 Q - 条件期望，即 

E t = E q ( B s ^ X \ T t ). 

由于反也像 A —样为 Q - 鞅，便有步骤 3. 

步骤 3 

由鞅表示定理，可通过一，可料过程屯把它们联系起来 

E t = E Q ( B ~ s l X ) + f Q ^ dZ ,. 

那么，交易的策略又如何呢？在 t 时刻， 

• 持有也份 7 M 责券 p ( f ， r ). 

• 持有 ip t = E t -^ t z t 份现金债 券怂. 

此投资组合在时刻 t 不考虑贴现的价值为 

v t - (f), P ( t , T ) + = B t E t . 

仍同前面的方法一样 ， dK =< j > t d t P ( t , T ) ， 从而此策略是自融资的.它的初始成本为 

K 0 = E q ( B ； l X ) ,终端值为6=尤，因而该投资组合套期保值了 权益尤 且无套利. 

I 期权定价公式（利率） 

t 时刻 X 的价格为 

V t = B t E q ( B ~ l X \ f t ). 

5.2.3 无免费午餐 

到目前为止， 一 切顺利 . ItS 方法尽管比较难却非常有用，我们得到了另外一种类型的 
股票 模型. 所选择的琴以及70就如同第 4 章的可交易证券.但是某些事 情可能 会让我 







5.2 一个简单模型 


101 


们困惑.我们选择了一个特别的债券——: T - 债券，并找到了相应的测度变换.至此， 所有 r 
之前的 S 到期的权益都可以被套期保值，甚至 有其他到期日 的债券也可以以相同的公式来 
套期保值. 

从而， 我们有两种方法可以对 S - 债券定价得—种是由它所满足的随机微分方 
程直接 导出； 另一种是间接法，即把 x = P ( s ， s ) =1当作权益，通过用现金债券与 r - 债券 
套期保值而得到. 

没有明显的原因解释为什么给定了原有的债券模型，由这两种方法所得到的价格是相 
同的，而且一定是相同的.设想一下，如果套期保值的价格与不相等，比如小于 
p(t ， s )， 那么我们就可以套利从而有无限的获益.然而，我们并不想要免费午餐，不允许 
现实世界存在免费 午餐. 因此，应对现实实际的模型施加一些合适的条件以便用不同的方 
法得到相同的债券价格 P ( t ， S ). 这些条件是什么呢？ 

考虑债券的贴现过程， Y t : R ； l P ( i ， Sy 再次由 It5 公 式得： 




= Y t ( - a (S - t)dW t 


a(t 9 u) du)df 




* 


如果定义 7 f 为 


则 


yf = 一 yfr(5 一 f) + a{t y u)Au, 

dY t =-aY t (S -t)(dW t + yfdO , 


或由 Q-Brown 运动 R 表 7K 为 

dY t = - aY t (S - t)(AW t + (yf - y t )dt). 

贴现过程 K 一定为一 Q- 鞅，它是可交易资产，由无风险套期保值复制得 K =B ， P(t ， S) = 

因此，上述随机微分方程的漂移项必定为零： rf-Tr 
这便是我们所要得到的约束条件——所选择的 r 在无套利条件下，必定不影响过程％， 

也就是 y t 必定独立于7 1 ，即3 = 0 - 

将％的表达式左右两边同乘以 cr ( r - f )， 并关于 r 求微分 ，得： 

漂移的约束条件 

在无套利市场中，漂移满足 

a{tj) = a(T-t) +cry ( . 

在股票市场中找不到上述方程相应的表达式，该方程阐明了，要使市场无套利，远期 
利率的漂移所需满足的条件 • 漂移 a ( f ， r ) 以前是时间与到期日的一般确定性函数，而这里 
却可以表示为一特殊函数 U 2 ( r - G ) 及与到期日无关的过程（叮,）之和 • 大多数一般函数 

并不具有这种性质- 
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从另一角度上看，这确实是我们所熟悉的，在测度 P 下满足以下的 SDE : 

在上式中，％表示风险的市场价格（见 4.4 节).我们知道，市场中的每一证券必定有相同 
的风险市场价格，这也解释了为什么％并不依赖于到期日 T 7 的选取_ 

要特别强调 两点. 一 是存在一测度 Q 不仅仅使一个贴现债券，而且使每一个贴现债券 
同时为鞅.我们曾经担心对某一债券的选择会厚此薄彼，现在这种担心已经没 有了. 在本模 
型屮只有一个 Brown 运动，这就是原因 所在. 如果冻结时间，只考虑一个固定时刻 G 不同 
到期日的债券 价格尸 ( i ，? 1 ) 之间是可以相互确定性转换的.如果可以用测度变换处理其中一 
个债券，也就可以处理其他所有的债券- 

以上反映岀债券市场与股票市场大致相同之处，第二件事情我们要说明对上述成功需 
要付出一些代价的.如果将 / G ，70原来的随机微分方程用 Q - Brcmn 运动％ 表出： 

d t f ( t , T ) = adW t + cr 2 (T - t ) dt . 

在 Black - Scholes 理论中，漂移 为零. 但这里必须通过与 y , 相对应的测度变换重新获 
得《0，；0,其中不依赖于 r . 因而，我们不能随意选择 a («， r ) 作为 f 和 r 的任意函数， 
这一点和 Black - Scholes 理论不同，我们需要对原来现实世界的漂移施加一些约束 • 

尽管获得成功过程有点复杂，但毕竟得到了所需的结果 • 我们构造了一个无套利、完 
备的随机利率模型，所有权益都可以由标的债券完全套期保值，从而可以通过复制得到其 

HE 价格. 



5.3 单因子 HJM 模型 


现在，将特殊推广到一般情况.由基本思想——收益曲线的所有三种表述：债券价格 
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P ( t y T ). 收益 /?( f ，： T ) 及远期利率 /0， r ) 是等价的，因而可以选择其中之一对其进行建模. 

Heath - Jam ) w - Morton 是基于瞬时远期利率 / UJ ) 建立了影响广泛的、技术上严格的利輔型. 

■ _ ■ -_ _ _ -- _ _— ■ --- - -- 

单因子 HJM 模型 

给定一初始的远期利率曲线 /(0， r )， 对每一到期日 r 的远期利率满足以下 方程： 

f(tj) =/(0 ,n + fa(s,T)dW s + fa(s,T)ds, 

jo JO 

或写成微分 形式： 

d t f(t,T) = o-(t,T)AW t + a{t,T)dt. 

波动率及漂移 a (£， r ) 可能依赖于8_运动 R 的历史以及直到《时刻的利率本身. 


对任何固定的到期日远期利率按照其自身的波动率及漂移 o "( i ， r ) 运动•在 
5. 5节，我们将条件放宽到利率可以不完全相关的情况.但是在这里，远期利率是简单的过 
程，由惟 一 的 P-Brown 运动 R 驱动，且该 Brown 运动也驱动每一个其他到期日的远期利率 

过程，远期利率增量的变化，继而所有的收益及所有的债券价格都是完全相关的. 

前面对波动率和漂移函数的精确性质的描述是不太严密的 • HJM 模型对^及《设定了 
很少的连贯性条件，但逐渐地加强了一些技术上的约束 • 把这些技术上的条件收集在一起， 
加以简化放在下面方框中•其中，前面两个条件保证了所满足的随机微分方程解的存 
在性与惟 一性； 后面两个条件保证了使用 Fubini 定理的可行性， 使得 f ( t ， T ) 的积分关于7 1 
的随机微分等于/0,70的随机微分的积分 • 给定这些条件，也就满足了 HJM 模型的前三个 


条件（他们论文中的 Cl - C 3). 


单因子 HJM 模型： 波动率与漂移所应满足的条件 

我们假设 _ 

• 对每个 r , 过程 cr ( t ， n 及 a ( t ， n 为可料的且仅仅依赖于时刻 t 之前的 Brown 运动 

JT JT 

的历史，并且在以下意义下可积，即 j [ cr 2 ( f ，： T)df < 00 ,J[ \ a { tj ) dt < co . 

T 

• 初始远期利率 /(0, r ) 为确定性的且满足 J [ \ f (0 9 u ) |du < oo . 




漂移 a 有限可积 



(t ， U) 


dtdu < 


# 


波动率 ^ 有有限的期望 E 


to 


a(t ,u)dW t 


du • 


5.3.1 计价单位 

在第 6 章将证明，计价单位的选取为任意的，但考虑到计算上的方便，通常会有一个 
标准的 选择. 由远期利率 / U , r ) 可以得瞬时利率 =/( t ， t ) (未必为马氏的）的积分方 

程为： 
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r t = /(0,0 + j cr ( s , t ) dW s + [ot(5“)ds. 

Jo JO 

最简单的现金产品为储蓄账户或债券，即在零时刻为1美元，以这个利率连续再投资得到 
的债券换句话说， s 为随机过程，满足 SDE: 

dfi, = B 0 = \ ,或者 B, = exp((r s ds). 


积分后得: 


B t = exp(^(| / £r ( 5 , u )du)d^ 



(0 9 u)du 



(s，u)duds 


* 


上述推导利用了 HJM 模型中的最后一个技术性条件，保证积分 f cr(s，u)dK)da 可以交 

JO JO 

换得 1(1^( s ， u ) du ) d K ，从而得到了我们所需的币值. 


5.3.2 债券价格 

我们需要一可交易资产，现在我们已经有了，即债券 PG，7T 因为远期利率 /Xin 与 
债券价格是 1-1 对应的，债券价格包含在由远期利率信息中，即 

7 

P(t,T) = exp( - f/(£ ， u)du ) ， 

它为 f 与 r 的连续函数.如对远期利率 /(t，n 原来的方程积分可得债券价格 p(t，：n 等于 

rp £ y 1 

exp( — ( J^(I cr(s 9 u)du^dW s 4 - /(0 , u)du + ^ a(s , u) dud5 j j. 

重写上述表达式，正好得到了零时刻的价值 （exp( - ^/(Ow )^)) 与 T 时刻的价值 
aa (即为 1). 

5. 3.3 贴现债券 

现在，固定一特殊的到期日我们着重考虑贴现资产价格，即 z(i，:r ) =琴^ pu ，: t ). 
由上述现金债券及债券本身的表达式，得 

Z ( t , T ) = exp( f 2(5, r)dr, - j[/(0,u)du - | o | a ( s , u ) duds ), 

其中， X ( t , T ) 为积分- pr(t，u)du. 由 It3 公式得 SDE 

T 

A t Z { tJ ) = Z ( t , T )^( tJ ) dW t + (yS 2 (t,r) - I a ( t , u ) du ) dtj 9 
这表明了变量为 PU，? 7 ) 的对数波动率 • 
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5.3.4 测度变换 

按通常的方法，我们将通过测度变换将贴现债券转变 成鞅. 测度漂移的变化（风险的 
市场价格） 为： 

y, = 士 2(t，：0 - a(t,u)du. 

如果技术性条件 E P exp (+1 y 〖 ck ) < 00 成立，则由 Cameron - Martin - Girsanov 定理，存在一新 

的测度 Q 与 P 等价，使得^ ^ + f : 7 s ds 为 Q 下的 Brown 运动. 在测度 Q 下贴现债券价格满 

足 SDE : 

为无漂 移的. 要使它为一合适的 Q - 鞅，充分条件是 E QeX p (+ fs 2 ( f ，： r ) dt ) < 00 成立（见 
3. 5节） • 



债券价格 SDE 

在鞅测度下，债券价格的随机微分为 

A t P ( tJ ) = P ( tJ )( UtJ ) dW t + r f dO . 
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5. 2节的具体模型特别说明了这种惊人的相似之处，我们得到了类似于 Black - Scholes 模 
型的一些结果，甚至对一般的利率模型如 HJM 模型也有此 结果. 在鞅测度下价格 PU ， r ) 不 
依赖于漂移 a ，只依赖于波动率 S (为 a •的函数），这正如 Q 下的 Black - Scholes 股票模型不 

依赖于原来的股票的漂移从一样 • 


5.3.5 复制策略 

我们进展得比原来预想的要快，已经找到了鞅测度，并得到了在该鞅测度下过程 
的表 达式. 下面考察能否找到未定权益的复制策略.假设有一在时刻 S 到期的未定权益, 

如果用到期日为 T 7 的贴现债券对权益套期保值，惟一要求是 S 小于 T -不能用期限短的标 

的物对期限长的衍生产品套期 保值. （除非将时间分成小段，每小段用期限短的债券复 
制 .） 为简单起见，我们选择一个大于 S 的到期日 r 的债券 • 

如前所述，套期保值的第二步为得到贴现权益(而不是 X )的条件 Q - 期望. 也就 

是定义 Q - 鞅 


E t = E q ( B - s l X \ T t ). 

为了使用鞅表示定理，要求债券波动 S («， r ) 在 r 之前不能为零 • 在这个条件下，对鞅 
ZOT ) 及贴现权益过程£,应用鞅表示定理，得 
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E t = E o + j [^ dz (5, r ) , 


其中中为某个 F 可料过程. 

因此，所需要的交易策略就为 7 M 责券与现金债券 R 的投资组合.特别地 ，有: 

• t 时刻持有也份债券. 

• t 时刻持有 tp t ：- E t - 单位的现金债券. 

则该投资组合 f 时刻的价值为 


V t = B t E t = B t E q ( B ~ s l X \^ t ). 

如果 dd t d t P ( f ，： T ) +也叫，或等价地， dE t =< f > t d t Z ( t 9 T ), 则策略(也，也）为自融 资的. 
由关于屯的尽的定义，上述第二个等式成立，因此，所找的组合（屯，也）为自融资的， 
由此 


衍 生证券的定价 


如果 Z 为衍生证券在到期日 r 的支付，则其在 t 时的价值为 

v t = B t E Q ( B ； l jy |^) = E Q ( exp ( _ fds ) 尤 

，‘） 


5.3.6 无套利市场 


由于 S- 债券可以看作在 S 时刻到期的权益尤=1，因此，它在 t 时刻的价格为 ( B。 
H). 或具体地说， 

S 

P ( t ， s ) = E Q (exp( - I r^ds) 卜 )， f 矣 S < 7\ 

可以看出，鞅测度带给我们很大方便.所有债券价格为在 Q 下从 t 时刻与到期日之间的瞬时 
利率贴现的条件期望. 

贴现的 S - 债券 Z («， S ) = KXhS ) 是什么？现在可将它写为 

z(t,s) = e q ( B s l i r t ). 

就像 5. 2 节中简单例子 一样， 所有其他贴现债券都为 Q 下的鞅.这意味着这些贴现债券在 P 
下的漂移是受到从离开鞅的一个简单测度变换的要求所约束的，换句话说，对所有的债券， 

市场的风险价格都相同，否则就存在套利机会. 

因此，对债券的 P - 漂移有限制，特别地，对所有的 r 必定有 

j T a(t 9 u)du = j-X 2 (t 9 T) U)Y t ，td 
上式关于 r 求微分，得 a(r，r) = -trU，r)su，r) +0 ^，r)y,, 即 

w) = a(t,T) (y t - X(t,T )). 
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与 5.2 节中完全一样，其中 cr ( t ，： r ) =^，乏0，：0 = 现实世界中漂移 aUJ ) 与风 

险中性值 - o " U ， r )20，： r ) 仅相差为 a ( f ，: r ) yf . 

在这个风险中性测度下，远期利率与瞬时利率可表示为 

I Q 下的远期利率及瞬时利率 

= a(t y T)dW t 

r t =/(0,0 + j[o-(5,0d^ s - j[o-(5,f)X(5,0^. 

像债券价格一样，上述表示中并不依赖于漂移，只依赖于波动率 C 和 2. 

5.3.7 模型中的条件 

到目前为止，我们已经阐明了一些技术性条件，总结如下表. 

第一个条件为充要条件，使得存在一等价测度，在该测度下每一贴现债券为一鞅，从 
而保证了该模型无 套利. 第二个条件等价于测度变换的惟一性，其意味着利用鞅表示定理 
可以对所有的风险进行套期保值 • 后面两个条件为保证可应用 C - M - G 定理使得在新的测度 

下 Z 为一鞅的技术性条件. 


单因子 HJM 模型： 市场完备性条件 

必须满足以下 条件： 

• 存在 一 可料过程使得 

a(tj) = a(tJ)(y t -^(t,T)), Vi ^ T. 

• 对每一到期日 r ， 对几乎所有的 t < T y 过程次 = S («， r ) 不为零 • 

1 c T 

• 期望 Eexp yfdf < oo . 

• 期望 Eexp 去~| ( 7 , - ^(t,T)) 2 dt < 00 . 


方框中第一个条件的重要性在于它约束了漂移 a («， r ) 的取值，因为过程％仅仅为时间 
而不是到期日的函数，漂移被迫取值于及 1- 维修正项之和.由于 
a ( f ， r ) 及 s ( f ， r ) 由远期利率的波动率所决定，漂移的惟一的自由度来自单参数过程％•与 
简单资产模型不同，不是所有的漂移函数 a ( tj ) 都满足我们的要求 • 

5.4 短期利率模型 

在市场中短期利率模型非常 普遍. 特别是，常常用短期利率模型对只依赖于一个标的 
债券的衍生证券 定价. 这些模型经历了不同的历史发展阶段一■一些由离散模型，另外一 
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些由均衡模型发展而来.它们通常以简单的层次表出，没有一个模型明显地贯穿始终. 

然而，所有的模型都为 HJM 类型，这也是我们为什么一开始就介绍这一模型的原因. 
而且，在短期利率模型与 HJM 模型之间存在数学变换使得这两者等价.这一节就来说明这 
— '点 * 

在短期利率模型中假定了风险中性测度 Q 及短期利率过程^的存在性.在该模型中， 
在无穷小时间区间中瞬时借款以利率 r , 发生.如在 HJM 模型中一样，连续时间现金债券过 

程为琴= exp( f:r s ds) .与 5. 3 节末尾一样，债券价格为 

P(tX) : E Q (exp(-| T r >)|^), 

到期日为的权益 X 在 t 时的价值为 

~ Eq ( ex P (- J 

短期利率模型是参数化过程族的一个例子，是典型的马氏过程.可以选取参数与市场 
相吻合，那么就可以用以上的表达式来对权益 X 定价. 

5.4.1 以短期利率表示的 HJM 模型 


我们不能立刻判断这就是 HJM 模型.为了证明这一点，需要选择远期波动率曲面 cr ( t ， 
n , 使得由 HJM 模型导出的短期利率与原来的过程 /*, 相一致 • 对任何一般的短期利率 r f ， 
这都是可行的，但如果为马氏过程的特殊情形，则最容易做到. 

假定'为一马氏扩散过_ (并不一定是时齐的，具有波动率 p (/* t 及漂移•即 

dr t - p ( r t , t ) dW t + v ( r tJ t ) dt , 

其中， pU ， t ) 和 〆 为空间 A ； 与时间《的确定性函数. 

则 f /0， u ) d U =-log P { tJ ) = g { r t , tj ) , 其中发(戈山：0为确定性函数 


g ( x , t , T ) = - logE Q ( exp ( - 




* 


从而有 定理: 


以 HJM 形式表示的短期利率模型 

所需的波动率结构为 


(T 


UJ) 




及 




下面大概解释一下上述定理.以 


BT 


( r t ， t ， T ) 表示远期利率/(«，?0, 


由 M 公式得: 


5.4 短期利率模型 


109 


2 2 3 

d t f(t,T) = +v(r lf t)dt) + + y ^ 2 ^p 2 ( r f ,0 ^ 

则为得到我们的结果，波动率必为 aoj ). 另外，初始的远期利率曲线 /( o ， r ) 为： 

/(0,r) = ^{r 09 OJ). 

该波动率结构及初始的远期利率曲线决定了，这个市场的 HJM 模型与 Q 下的短期利率 相同. 

5.4. 2以 HJM 模型表示的短期利率 

相反， HJM 模型也是短期利率模型，以 r , 表示的债券价格方程式成立（参看 5. 3节的 
末尾），以 HJM 波动率 ( r ( i ， r ) 及2(£，70表示的~为 

r t = /(0,0 + fo-(s,f)d!F s - ftr(s,f)2(5»i)d5. 

该公式比较复杂. 


5.4.3 Ho-Lee 模型 

现考虑可以接受的短期利率的层次模型，该模型首次由 Ho 和 Lee 创立. Ho - I^e 给出了 
在鞅测度 Q 下^的随机微分方程，表示 如下： 

^—■年 ■■ — ■■ h 1 1 ~^ 

Ho - Lee 模型 

短期利率由下述 SDE 给出： 

dr , = crdW t + 6 t dt , 

其中，久为某个确定性且有界的函数，^为常数. 

_ ... __1 

接下来的问题是，该模型所对应的 HJM 形式如何？由前面介绍的方法，我们发现由 ItS 
公式得： 
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g(x ， t ， T) = x(T - t )- 去 cr 2 ( T - t) 3 + | (T - s)0 s ds. 


这样， HJM 波动率曲面 crG ，： T ) 为简单的 cr ^; = cr . 从而波动率曲面为常数，既不依赖于 
时间也不依赖于到 期日. 下面就给出在 Q 下的所对应的 HJM 模型： 



以 HJM 表示的 Ho - Lee 模型 


d t f(t,T) — (rdW t + cr 2 (T — t)dt , 


以及 


/(0,n = ^(r 0 ,0,D 


r ° - ~2 a Ja + 



T 


O s ds. 


等价地，我们可以得到债券价格在 Q 下为 
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P { tJ ) 





# 


该模型为一般的具有常数波动率的单因子模型，实际上就是 5. 2节中的简单模型.如果以 


短期利率表示，则 C 7 为所有远期利率的波动率，使 得乂通 过等式 /(0， r ) = r 0 - l - a - 2 T 2 + 


[ d s ds 与任何初始远期利率曲线相吻合. 

这是一个简单的模型，人们对它的简单性持有否定态度，因为远期利率与短期利率 r t 
可能为负，并且长期可能趋向于无穷大.不仅仅在 Q 下如此，在任何等价测度 P 下也如此. 
许多其他模型努力克服这些缺点. 

然而，它又不是如此的简单—— HJM 表述反映了真实的远期利率随时间的波动行为. 
给定任何可料过程远期利率可以按以下方式 波动： 


= adW t + ( a \ T - t ) + o - y f ) di , 

dr t = adW t + (0 t + crr t ) di . 


因此，短期利率在现实世界的测度 P 下的漂移可取值范围较宽广，而非简单的确定性漂 
移$ . Ho-Lee 模型的局限性不在于漂移而在于 cr ( tj ) =<r 为常数. 

需要特别指出两点.首先，债券价格和现金债券价格都服从对数正态分布，因此， 
Black-Scholes 公式仍然成立（如在 4. 1节暗示的及 6. 2节证明的）. 

其次，对确定性的短期利率波动率模型 


dr t = a t dW t + O t dt , 


所对应的 HJM 表述为 


d t f ( t , T ) 


dw t +o- f 2 (r-0df, 


t 


初始的远期利率曲线为 


f (0 J ) 


厂0 


f T 

l<r 2 s (T - s)ds -f J[ 0 s d5. 


这里，额外的自由度是允许波动率曲面依赖于时间，但不依赖于到期日 • 对此，我们需要 
别的模型. 

5.4. 4 Vasicek / Hull-White 模型 


下面在可接受的框架下允许短期利率的漂移依赖于利率的当前值 • 

Vasicek 模型 

在 Q 下的短期利率为 

dr t = crdW t + ( 0 — ar t ) df , 

其中，《，0和 cr 均为 常数. 
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上述 SDE 由 Brown 运动部分及均值回归漂移部分组成.该漂移使得当利率低于时 

就向上运动，当高于 0/ a 时就向下运动.漂移的大小与利率偏移平均值的距离成比例.称 
这样的过程为 Omstein-Uhlenbeck 过程或 0-U 过程.如图 5-7 为 cr = 20 = 2a = 1 时的 0-U 

过程. 

设^的初始值为~，由 ItS 公式解得 r , 为 

r t = 0/ a + ( r 0 — 0/ac) + cre^ [ . 


可以用不同的 Q - Brown 运动 F 来重新表示 t •，为 


r t = 0 /a + e _ otf ( r 0 - d / a ) + ae ^wi 


H 

e 


2at 


2 a 



因此，服从正态边际分布，期望为 0 /a + exp ( - at )( r 0 - ^-) , 方差为 cr 2 (l - exp 

(~ 2 at ))/ 2 a . 当£越来越大时， /*, 依分布收敛于期望为 0/ a ，方差为 〆 /2 a 的正态分布 • 
注意： 仅仅是依分布收敛，并不是过程 G 收敛. 



图 5-7 ^a=20^2a^l 时的 0-U 过程 

该模型对应的 hjm 的形式如何？再一次由 it 3 公式，可找到 〆 进而得到 a ( f ， r ) 
Af ( oj ). 有以下 结果： 

用 HJM 形式表示的 Vasicek 模型 

a(t,T) = crexp ( - a(T - t)) , 

及 /(0,r) = 0/ol + e~ aT (r 0 - Q/ol) - - e~ aT ) 2 , 

Lot 

现在我们可以看出该模型优于 Ho - Lee 模型之处， Ho - Lee 模型没有把到期日引入波动率 
曲面，而 Vasicek 模型引入了.因此，该模型可以由丰富的可观察到的波动率数据进行校准' 

注意波动率 c ( f ，70 在 Q 下是如何由短期利率的漂移和波动导出的 • 为了描绘 HJM 模型，需 E 4 

要两个自由度刻画波动-个是时间，另一个是到 期日. 短期利率模型并不是不涉及第 

二个自由度，该模型将它隐含在波动率 p ( r t ， G 与漂移 〆 ^，0的关系 中了. 在 Q 下，。的漂 
移为一个关键的变量 • 
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但只有在 Q 下， Vasicek 模型为 Q 下向均值冋归的，这一点与 Ho - Lee 模型不同.其实， 

两个模型在 P 下都是向均值回归的.有一点我们必须注意到——额外参数《的引入，使得 
Vasicek 拥有比 Ho - Lee 模型更丰富的可允许的 P - 漂移集，但该集合涉及到了到期日.对时间 
的依赖性一般并不能预先判断出一个优于另一个.因为有可能找到一测度改变 y t ， 使得 Ho - 
Lee 模型是向均值回归的.如果在现实世界中可观察到向均值回归，并不是非得选 Vasicek 
模型.在实际中，是整条曲线的波动率而不是短期利率的漂移在使得一个模型优于另一个 
模型方面起关键作用. 

如先前一样，可以自然地将 Vasicek 模型推广到 

dr t = a t dW t + ( d t - a t r t ) dt , 

其中， a , ，0,和 a , 为时间的确定性函数.因为 q 仍为具有正态边际分布的 Gauss 过程，所 
以 /( t ，：0 也为 Gauss 的，且债券价格服从对数正态边际 分布. 在此情况下， HJM 波动率和 

初始的远期利率曲线为： 

' a ( tj ) =0^(以），其中的，：0 = exp (-| r as ^)， 

( T T T 

1/(0, r ) = r 0 /3(0 ,n + J o 0 s /3( sJ)ds - la 2 MsJ )( j s /3( s , u ) du ) ds . 

远期利率 / G ， O 的正态性有其优缺点 _ 优点在于债券价格 P ( t ， T ) 为对数正态分布的， 
使得 6. 2节中有关对数正态的期权定价结果仍 成立； 缺点在于，瞬时利率和远期利率可能 
为负. 下一模型弥补了这一不足，我们通过选取适当的参数，可以杜绝这一情况的 发生. 

5. 4. 5 Cox - Ingersoll-Ross 模型 

该模型为均值回归的，因而使得它永远保持正值而不能为零（见方框） • 

Cox - Inger soil - Ross 模型 

在 Q 下，瞬时利率的 SDE 为 

dr t = a t 人佩 + (6 t - a t r t ) dt y 
其中， o *,， $和 a , 为时间的确定性 函数. 

漂移项为回归力始终指向当前的平均值0/%，当 G 与0越接近时，波动率越小，使得 
漂移久可以控制^并阻止 r , 不为负 • 

只要0满足 e t ^ \ a ] ,则过程永远严格为正 • 

称该过程为自回归 （ autoregressive ) 过程•图 5-8 为 c = l ， 0=2， a =2 时自回归 

过程. 
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图 5-8 当 0* = 1， 沒 =2， a =2时的自回归过程 

对于 r ,， 很难找到其解析轨道解，但可以通过解一个有用的偏微分方程 （ PDE ) 得到 
债券价格.为此首先定义为下述 Riccati 微分方程 的解： 


宇= \ a 2 t B 2 ( tJ ) - l , B ( TJ ) = 0. 

at Z 

(一般地说，该方程无解析解，但对它的数值解法已有很好的研究 .） 函数 g (%, f ， r ) = 

- log P ( t , T ) I r t - X , 可用 B ( t , T ) 表示为 

T 

g ( x ， t ， T ) 二 xB ( t ^ T ) + I 0 S B(s 9 T ) ds . 
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令 D ( f ， r ) 


dB 

~dT 


( t ， T )， 波动率结构可 表为: 


I 由 HJM 表示的 Cox - Ingersoll-Ross 模型 

cr ( tj ) = a t ^ t D { tJ ), 

X ( t ， T 、=- a t ^ B ( t 9 T ), 

^ 及 f (0， T ) : r o Z>(0,D + fd s D ( sJ ) ds . 

JO 

与以往一样，债券价格 MiJ) 有形式 =exp( 

5.4. 6 Black-Karasinski 模型 


解决短期利率取正值的问题的另一方法就是取 指数. 该模型为 Black-Derman-Toy 模型 


的 推广. 令 I 表示 Vasicek 模型中的一般的 0-U 过程，严格 地说: 


Black-Karasinski 模型 


令过程夂满足 


dX t = a t dW t + (0 t - a t X t ) dt , 


其中，^，0, 和％ 为时间的确定性函数.则瞬时利率^为~ 

= exp ( Z t ). 


因此，利率漂移的对数朝着当前平均值运动，利率本身也朝着平均值漂移，且总 QS 
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是为正.由于^服从正态分布的，所以 r t 服从对数正态分布.然而 ， j r 5 d S 没有解析表达式. 

该模型仍有 HJM 相应形式，即存在波动率曲面 cr ( f ， r ) 及对应的单因子 HJM 模塑，使得由 
HJM 模型产生的瞬时利率与原来给定的相同. 


5.5 多因子 HJM 模型 

单因子模型的缺点在于债券价格的所有增量都是完全相关的 • 对于许多应用来说，该 
假设太粗糙了，特别是如果我们想要对依赖于收益曲线上的两点之差的衍生证券定价时更 

是如此. 

多因子模型涉及到由一族独立的 Brown 运动驱动的各种各样的过程，在 6. 3节中将更 
详细地讨论这种 模型. 在 n 因子模型中，有 n 个 Brown 运动％(£)，. ••，化卜） . 每一个厂债 
券远期利率过程都有一个对应每个 Brown 运动％ (0 的波动率从而，允许不同的 
债券以不同的方式依赖于外部的“干扰”，并且与其他某些债券相关性强一些，与某些债券 
相关性弱 一些. 多因子 HJM 模型的一般形式为 

f { tj ) =/(0， r ) + g j [ o - i (5,7 7 ) d ^( 5 ) + 工 a ( s ， r ) ds ， 

该式表明远期利率过程的初始值为 /(0， r ) ，由多个 Brown 运动驱动且有漂移.可以看出， 
f ( tj ) 的瞬时平方波动率以及两个远期利率 /(«， r ) 和 /( t ， S ) 的增量的协方差分别为 

YaUtJ ) 和 

i - 1 i - 1 

对单因子模型，即〃 =1， 7 M 责券和 S - 债券对应的远期利率的增量的相关系数为 1. 

类似以前，可把瞬时利率 G = f ( t ， t ) 写为 

n t i 

r t = /(0,0 + 名⑴ + J o a(5 ， f)d& 

i — 1 

其中，波动率和漂移条件也推 广为： 


多因子 HJM 模型： 波动率和漂移的条件 

假定 

T 

• 对每一: T ， 过程 R a、t ， T ) 为 JF - 可料的且它们的积分及 
jf | a 0， r )| 均为有 限的. 

f 

• 初始的远期曲线 /(0， r ) 为确定性的，且满足条件 J[ |/(0,a) \du < 00 . 
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7"" 

• 漂移 a 有有限积分，即丄 j[ 1 Ot ( t，U 

• 每一波动率 A 有有限期望，即 

)1 dtdu < 00 . 

1 o- i (t,u)dW i (t) 

du < oo . 

为了使贴现债券价格为缺，需要多维情形下的 Gameron-Martin-Girsanov 定理（见 6. 3 节). 

下列两个方框中给出所需要的条件.其中， 为积分 - f t ^( t , u ) du . 

1- -- — J --- . 


多因子 HJM 模型： 市场完备性条件 （1) 


• 对 140,存在可料过程 yi (0 ，使得 a ( f ， r ) = ⑴ - 

i = ! 1 

T )) ,对所有 f 矣 r _ 

• 期望 Eexp 士 2r 丄 yf ⑴ df < oo. 


除了一点差异之外，多因子模型与单因子相同.在多因子模型中，漂移可以与它的风险 
中性值相差 n 维的自由度.即是说，作为 r 的函数， a (i ，•） 可以与风险中性值相差 •） 
的线形组合.这样，多因子情形所对应的漂移函数集虽然比所有可能的漂移函数集小得多， 
但比单因子情形大得多.第二个条件是 C-M-G 定理所需的技术性条件，保证在等价测度变 
换下为 漂移. 

多因子 HJM 模型： 市场完备性条件 （2) 

我们需要以下 条件： 

• 对几乎所有的 ，t < 7\ 和每个到期日集 T \ < T 2 < … < T n ， 矩阵卓= 

为非奇异的. 

• 期望 Eexp+y^yA) -10，：0) 2 出 < 00. 


单因子情形需要波动率过程4不为零，多因子情形要求波动率矩阵过程为非奇异的 . 
第二个条件保证了无漂移的贴现债券价格事实上为一个鞅（多维指数鞅）. 

如前所述，债券价格本身有随机增量 

^P(tJ) = ... +(/•, + ,w) )dw)d/) ， 

其中， Ihr ) 为积分贴现债券价格=仄>0，：0满足 

A t Z { t , T ) = Z(r，r) ( g ⑴ -(I ( a ( t , u ) + Xi ( Ti { t , u ) Xi ( t ^ u ) ) dw ) dt )- 

由上式得 Z 的 SDE 为 
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d t Z(t y T) = ⑴ ^ 7 i (t)dt). 

使用多维的 C - M - G 定理，可以找到测度 Q 与 P 等价，使得在 Q 下，％，•••，矻为独立的 Q - 
Brown 运动，其中，％(/) = ^(0 + [ y l ( s ) ds . 因此，在 Q 下 Z 的 SDE 为 


n 

A t Z ( U ) 二叩刀^功^賊⑴， 

i = 1 


从而，每个 Z ( t ， 70关 于/为 Q - 鞅. 

在该鞅测度 Q 下，债券价格/ 5 及远期利率/有随机 微分： 

I Q 下的债券价格和远期利率 

\M n 

! d t P(t ， r) = P(f ， 70( gs ( (t ， 70 晚⑴ + 一)， 

„ 1 一 n 


衍生证券定价和套期保值 

衍生证券的价格仍有我们所熟悉的形式: 



期权定价公式 （ HJM ) 

如果 x 为衍生证券在 r 时的支付，则它在 〖时的 价值为 

V t = B t E q ( B - r l X \ f t ) = E Q ( exp (- r >) x | L )_ 
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我们需要多维的鞅表示定理，表述 如下: 



铁表示定理 （《 因子 } 

令浓为心维 Q - Brown 运动，假设为心维，鞅过程，= (%(«)，…⑴）它的 
波动率矩阵为 （0^.(0) ，即 dM / f ) = ,且矩阵以概率1为非奇异的. 

如果％为任意 1- 维的 Q - 鞅，则存在化维的 F 可料过程屯= ( 屯0)，…，屯⑴），使 
得丄也⑴） 2 出< a ; ，且鞅#可表示为 

n t 

^ = iV 0 + X I </>；(^) dM y (5). 

；=t J0 

进而，这样的小为（本质上）惟一的. 

通常，对 n - 因子模型，需要 n 个不同资产的投资组合和1个现金债券对权益套期保值 • HJM 
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的优越性在于，我们可以任意选择所喜欢的 〃个 资产，所得结果总是相同的. 

如果用贴现债券对权益 x 套期保值，必须确信这些债券的到期日在 r 之后.为此，我 
们选择债券的到期日为 T 2 ，…， T n 满足 T < 7\ < T 2 < … < T n . 

一个自融资策略 （( MO ，也⑴，… ，⑲） 水) 是持有 n - 维的到期日为厂，: r 2 , …，7； 
的债券和也份的现金债券琴的投资组合，该投资组合在£时的价值为 

n 

v t = + il ； t B t , 

其贴现值尽 = 为 

n 

E t = ；£ 也⑴ Z ( f ，7}) + 也. 

j = i 

策略为自融资的当且仅当（与6. 4 节相同） 

n 

dE t = ^ 

j ^ 1 

成立. 

下面，与以往 一样， 对贴现权益生成的鞅即仏 = A ) 应用鞅表示 定理. 对应 
的鞅 部分％ ⑴为贴现债券 Z ( f ，7}) ，其波动率矩阵由次=(2,0，?；））。给岀 • 由市场的完 
备性可知该矩阵为非奇异的 • 如果令 K - ,则由鞅表示定理，存在 n 维可料 

过程屯使得 

E t = E q ( B ~； X ) + 屯⑴ dZ ( s ，7]) • 

7 = 1 

从而，立刻得到一自融资策略<#>，在 ，时刻持有也 ⑴份责券和也=尽(卜 7；) 
份现金债券. 

如前所述，该投资组合的初始成本为到 r 时其值正好演化为％. 

5.6 利率产品 

最近几年，利率产品的数量迅猛增加 • 特别是在场外交易市场 （ over - the-counter mar ¬ 
kets )， 不久前被当作奇异期权的产品现在已很普遍了 _虽然我们不可能——描述成百上千 
的交易权益，但是可以对每一领域中基本的类型进行大概的分析. 

5,6.1 远期合约 

这大概是最简单的利率产品了.在当前时刻~交易双方约定在将来的时刻 L ，签约的 

一 方支付 it 美元给另一方，在7\时刻收回一美元 （ r 2 >7\). &应当多大呢？ 

由定价公式（不管在何种模型下），在鞅测度 Q 下该权益在£时刻的价值为 
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V t = - B t E Q ( kB~ T \ \T t ), 

其中，为现金债券 

画 B t = exp ( J ^ r s d 5). 

回忆 ijT t )= PG ， r )， 因此有 

V t = P { tJ 2 ) - kP ( t ， T '). 

为了使该合约的价值为零，则在 f 时刻须选择&为 

P ( tJ 2 ) 

' P ( t , T x ) - 

这个价格是有意义的，表明了从 R 到 r 2 的远期收益为 

_ iogP(f,r 2 ) - logPQ，') 

' 7 W ； ' 

当八与 乙非常接近时，瞬时借款远期利率近似为 

- j^\og P { tJ ) = f ( t ， T ). 

k 的表达式给出了套期保值的思路.假设在£时刻我们买入 A 份债券，卖出一份 7 V 
债券.该策 略的初 始成本为零，到时，我们得到 A ; 美元（与那时所要支付的量吻合）， 
到八 时需支付1美元.从而该策略对所签订的远期合约实现了套期保值. 

在这个例子中，因为套期保值策略是静态的，所得结果独立于所选择的期限结构模型 • 
这种情况也会出现在其他重要的情形. 

5. 6.2 多次支付合约 

大多数利率产品并不只是在 r 时刻一次支付 x 的，相反往往是在一系列时刻二1， 

2, . ..， n ) 有一系列支付量尤.每一次支 付量毛 可能依赖于直到支付时刻 t 的标的资产价 
格运动甚至依赖于前一次的支付.只要我们注意到这一点，在定价时就不会引起混淆，确 
实有两种不同的方法解决这一问题. 

• 分离法 

我们可以分别对待每个弋，把它看作为在 K 支付的 权益. 因此在 e 时刻它的价值为 
\m [ ⑴ = B f E Q (B r - ； ^l^) = Ep r (ZIJ t ), 

其中 ， P & 为 r , 远期测度（见 6. 4节），该方法总是可 行的. 只是对每一 i ， 都要改变一 

次远期测度. 

• 储蓄账户法 

与上一方法相反，我们可以将在 K 得到的支付 A 储蓄起来，直到最后时刻7\即在乃 
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时刻用得到的不买一 责券（或投资银行存款账户 A 直到 r 时刻）.则到 r 时所得的 
支付为 


n 

X = X 

i = 1 


PO \， T ) • 


Z 在 t 时的价值为 

V t = B t E Q ( B - T l X \ T t ) = P ( f ， r ) E Pr (J 1兄）. 


5. 6. 3 附息债券 

实践中，纯粹的零息贴现债券并不多见，特别是长期 债券. 相反，一债券不仅仅在到 
期日要支付其面值，而且要定期支付小额固定的 c 美元的息票直到到期日为止. 

假设一债券有 n 次定期付息，设在时刻 I = T Q + iS(i = I ，…， n ) 所支付的息票率为 
k ， 在7；时刻另外再支付1美元的面值，在 I 时刻实际的息票为站，其中 S 为两次支付的 
间隔时间 • 该合约的现金流相当于拥有一份债券以及姑份7>债券.该附息债券在心时 
刻的价格为 

71 

P ( T 0 J n ) + kSlP ( T 0 ， TJ . 

i = 1 

如果我们定价该债券在初始时刻（％)的值为其面值1美元，则息票率应为 

k = 1 -P(T 0 J n ) 

一 sl n 


5.6.4 浮动利率债券 

一债券可能支付非固定的息票，而是依赖于当前的利率.一个有趣的例子是在时刻 S 
与时刻 r 之间的利息与在 S 时刻所买的 7 M 责券的收益一样 • 

假设一债券在7；时刻支付美元本金，在 K = T 0 + iS(i = 1,…， n ) 时刻支付各种不同量 
的息票.在所支付的息票由7^,时刻的 LIBOR 利率 



决定. 在乃的 实际支付为弘 （7^) = P (7 U ，7 ]r -1， 该数量等于我们在时刻 TV , 所买的 
价值1美元的 7 V 债券的利息 • 

T t 时刻所支付的量在％的价值为 

b To e q (<(P _1 (U) - 1) \Tt 0 ). 

由于条件期望 E Q « ^ B-；P m 并且债券价格 Pd ，？^) 关于信 

息为已 知的. 两边同除以 P (厂 TJ 得 

E q I F Ti : B -心 . 
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由塔式定律，可将 f 时的支付量在 r 。 的价值重写为 

- K I Tr,) 

该表达式建议我们％时刻釆用以下策略进行套期 保值： 卖出7>债券，买人 r t _ r 债券，当 
TV ,- 债券到期时，再买厂份7> 债券，到乃时，该投资组合的价值为7^， 
m 这正是我们所需的支付量. 

该可变附息债券的总价值就等于它各部分的和，即 

71 

K 0 = P{T,J n ) + XWoD -PiT.J,)) - 1. 

i = 1 

令人惊讶的是，该债券有等于其本金面值的固定 价格. 为什么会这样呢？因为这种债券等 

价于以下一系列简单的交易行为所构成的投资 组合： 

• T q 时花费1美元买一份-债券并持有. 

• T x 时取出债券的利息作为息票，用1美元本金买一份 A -债券. 

• 重复以上步骤，直到在 I 时刻仍有1美元的本金. 

以上投资组合与付息债券的现金流完全相同，因此也应有相同的初始价格_ 

5, 6.5 互换 

该类很普遍的合约是以一系列变化的支付量交换一系列固定的支付量（反之亦然） • 
即我们以浮动利率换取固定利率. 

典型地，双方约定一方定期地收到一系列固定的量，并且在每一支付日期，支付一系 
列依赖于当时利率变化的量 • 在实践中，仅仅交换两者之间的净差，如下面的图 5 - 9 所示. 


收入 收入 



收到和出的毛支付 净收 A 


图54 

可变支付的标准定义为债券支付前一 * 时间区间的利息 ♦ 如果支付日期为 c = ^) + 必 （€ = 
1，-.，/ I )，则第 t •个支付量由时刻开始的 S 区间的 LIBOR 利率 决定. 支付量为 


SL ( T t _ x ) 


P ( u ) 
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假设互换约定在每一时间区间支付固定比例 I 则该互换看起来就像一投资组合，持有一固 
定的附息债券并卖空一可变的附息债券.前者的价值为 

n 

P(T 0 ， T n ) +kS^P(T 0 ,T i ), 

i = 1 

后者的成本为 1 美元.为了使得该互换的初始值为零，则固定利率必为 

“ 1 KH ) 

一 Sj/ PiTojS 

I = 1 

5.6.6 远期互换 

在一远期互换合约中，以比例&收到固定支付，从时刻％开始， 在 T \ = T 0 + iS 
(i = l ， …，4支付.该互换在7；的价值为 

Z = P { T , J n ) +ksi P ( r 0 ， J ]) -L 

i = 1 

在 7 1 。 之前的时刻 f ， X 的现值为 

n 

K = B t E Q (B~ T l o X\T t ) = P(t ， T n ) + PUJd -P(tJ 0 ). 

i = 1 

H 

为了使远期互换合约在《时刻的值为零，则固定比 例&为 

? P(tJo) -P(tJ n ) 

■… ■ - ■ 

称该 比例& 为远期互换率 （forward swap rate ) • 上述又可以表示为 

7 1 _F t (T 0 ，Tj 

_ 0(『 0 ,乃）’ 

p( t T ) 

其中为 f 时刻约定在 r Q 购买7>债券的远期价格，即心 （ r 。，:^) - p ( --^y - 以这 
种形式表示的&很像瞬时的互换率. 

5. 6.7 债券期权 

就像股票期权一样，一债券期权为在将来特定的日期以敲定的价格购买一债券的权力 • 
敲定价为 t 执行时间为 t 的 7 M 责券期权在零时刻的价值为 

E q (B ； l (P(t,T) -k) + ) ， 

其中， Q 为鞅测度. 

在 Ho - Lee 模型下，远期利率的运动变化为 



122 


第 5 章利率 


169 


AJ ( tJ ) = adW t ^ a 2 ( T - t ) dt f 

远期利率与瞬时利率都服从正态分布，从而[债券与贴现债券服从对数正态分布，因此可 
以利用 6. 2节关于对数正态分布的一系列结果对该期权定价.期权价格为 


^0 


^( 0,0 


r 


F<t> 


log " t - + ~~cr 


f 




F 


log T — f 



其中， F 为 P ( t ， T ) 的当前的远期价格，即芦 = P p^Q T } > 期限波动率 (term volatility ) 5 为 

a ( T - t ) (即为 P (£， r ) 的对数方差).在 Vasicek 模型（为最 一 般的单因子模型，债 
券价格为对数正态分布）下，上式也成立，具有相同的远期价格，但不同之处在于&依赖 
于模型中的确定性函数％及也. 

再来看看波动率为 tr 、 敲定价为 k 及执行时间为£的股票期权的定价公式.其价值为 



r 


F ^> 


log 


/ 


k 


2 


at 


v 


Jt 


j 


— 


log 


F 

k 


2 


at 





其中， r 为常数利率， F 为股票当前的远期价格，即 F = e rt S Q ， o ■为 S , 的（期限）波动率 • 
我们看到债券期权定价公式仅仅改变了贴现因子，该贴现因子表示将来 G 时刻）的1 
美元在现在 （0 时刻）的 价值. 当利率为常数时，该贴现因子为，，在变利率下，它为卜债券 
的价格 P (0,0 . 否则，只要其他变量以远期价格和期限波动率表示时，公式形式就不变_ 


5.6.8 附息债券期权 

考虑一债券，在时刻 K = r Q + iS(i = 1，…， n ) 支付的息票率为 fc ， 7；时再额外偿还1美 

元.我们可以在时刻 R 之前买卖该债券，将来的（不是过去的）息票也随之转移.像以往 
一样，该债券在 f 时的价值为 


C t = P ( tj n ) 

其中， I ( t ) t <7]\ 表示 f 之后首次付息时刻所对应的序列数（在所有付息日 

之中）. 

假设有一个在 f 时刻购买一敲定价为 A ： 的债券的期权，一般来说，不容易得到该期权定 
价的解析解 • 然而，在特别情形下，即在单因子情形下短期利率为马氏过程时，可以用 

Jamshidian 的方法容易地对这样的期权定价 • 

每一债券价格 P ( f ，； r ) 可以看作时间、到期日及即期利率的确定性函数另 
外，该函数为^的减函数—当利率上升，债券价格下跌 • 持有债券的投资组合与债券有 

相同的表现，因此 G 也为~的减函数 C ( t ， rJ . 

这样，存在 r 的某个临界值，使得 CG ，，） 就等于 K 令《为 P ( U ； 〆 ） ，则，也是 
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标的物为 M 责券、敲定价为&的期权的临界值.这意味着^；比尺大当且仅当任何（每一 
个）都 比& 大.因此便有 

( C t -/ o += ( P ( tj n ) - K n y + ksi ( p (^v - o ' 

i ^ f(t) 

换句话说，该投资组合的期权为期权的投资组合.因此，可以用已有的零息债券期权公式 
对每一个附息债券期权定价. 

S .6.9 利率上限与利率下限 

假设我们准备以浮动利率借款，为了防止利率会升高得太高可以采取以下 措施. 如果 
在时刻 r , = T 0 + iS(i = 1，…,几）支付， 在 J ] 时刻以7^时刻确定的 LIBOR 利率支付 S - 区间 

的利息 

m) = y( P( T l x? T . ) _0. 

为了保证所支付的利率永远不高于某个利率水平 A ，那么所需要的代价为多少？这样的利率 
上限 (cap) 合约在每个时刻支付我们的是 LIBOR 和利率上限的 差额： 

S ( L (7^) -ky • 

在特定时刻 t 的收益称为 单期利率上限 (Caplet), 如果能够对单期利率上限定价，便可以 

对利率上限定价了. 

可以把单期利率上限权益重写为 

X = (1 ^ k 8) P ； i ( K - P i )\ 

其中 A 为尸 (7^ ，:为 （1+ 姑 r 1 J 时刻单期利率上限的价值为等于 

(1 ^ kS ) B l E q ( B ~ T l i ( K ~ P i ) + \ J : t ) . 

这正好为 （1+ 姑）份标的物为债券、敲定价为尺及执行时刻为的看跌期权的价值. 
由期权定价公式（及看跌-看涨期权平价公式）便可对单期利率上限定价了. 

利率下限 ( floor ) 与利率上限性质类似，但意义正好相反，一方收到一定量的保证金 

同意在每一时刻 L 所支付的利率永远不低于某个利率水平该合约在 K 的价值为 

8( k - L(H • 

对应于期权平价公式，也有相应的利率下限-利率上限平价公式，即单期利率下限减去单 
期利率上限等于 (1 +kS) P ( t ，7)) - P ( tH 如买入利率下限同时卖出利率上限，假设 
这两个合约规定的利率的上、下限都为相同的 t 则该投资组合相当于以浮动利率换取固定 
利率的互换. 

5.6.10 互换期权 

一互 换期权 （swaption) 为赋予投资者在将来某个日期以敲定的利率进行互换的 权力. 
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假设有一期权，允许我们以某个时期％开始的互换收到固定的支付，互换支付的时刻为 
= T 0 + i 8 (i : l ，〜， n )， 固定的互换比例为 L 则该期权在％时的价值为 


(P(T 0 ,T n ) ^kS^PiT.J,) - 1 ). 

i — 1 

这正好相当于一个敲定价为1的 7；- 债券的看涨期权，该7>债券在每一时刻&的息票率为 
m ^ 这绝不完全是巧合，因为一互换的报酬就是一附息债券减去一浮动债券（总有相同价 

值）.如果在一互换中要得到固定利率，则在债券市场中处于买方.一互_期权看起来就像 
一债券期权. 


5.7 多因子模型 


如果我们想要对依赖于一系列债券的产品进行定价，那么用多因子模型更合适 一些. 
Heath - Jarrow - Morton 的文章给出一个简单的例子，它是 Ho - Lee 模型在两因子情形下的推广. 

5.7.1 —个两因子模型 

晷 

假设远期利率的演化方 式为： 

= a.dW^t) ^ a 2 e- HT - t} dW 2 (t) ^a(t,T)dL 

其中 q ， a 2 * A 为常数， a 为 t 与 r 的确定性 函数；％ 为 Brown 运动，它描述了对收益曲 
线上所有到期日的点都有相同的“扰动”（长期因 子）；而％ 为短期扰动，它对收益曲线上 
的长期末端点的影响很小.该模型为 HJM 相容的，从该结构中便可获得所有的市场信息.在 
这种特殊情形下 HJM 的完备性条件可简 化为： 存在两个 F 可料过程 7,(0 和 y 2 (0 使得漂 
移 a 为 


{ tj ) 


o- x y x {t) + cr 2 e 


-A(r-o 


2 

2 


y 2 ⑴ + a](T - 0 + —(1 - 


-A(T-t) x ^-A(T-0 


)) 


因此，上述漂移与鞅测度漂移相差两个函数自由度.在鞅测度下（ 71 =7 2 =0)，远期利 
率为 




W x { t ) + 


-XT 


.1 


S dw 2 (s) +/(o ， r) 



t 


(s ^T) ds. 
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像 Ho - Lee 模型 一样， 该模型所对应的远期利率也服从正态分布的，从而可能取负值.然 
而，该模型技术上易于处理且有显式的期权定价公式.由远期利率公式_ logPGJ ) = 



f ， u ) du 可以推出 


log P ( r , r ) = a x { T ~ t ) W x { t ) + f ( 


a 2 / -Xt 


-AT 


i t t T 

)f ^< 1 ^ 2 ( 5 ) + f f (0 y u)du + f jf a (5, u ) dwd 5, 



瞬时利率为 
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r t - ctj ITj ( 0 + cr 1 e~ Kl [ e As d ] F 2 (5) +/(0， f ) + f a ( s , t ) ds 9 


上式表明瞬时利率由 Brown 运动以及与之独立的均值回归 （ Omstein - Uhlenbeck ) 过程再加 

上漂移构成.然而，在多因子情形下，短期利率不能在债券价格信息载体中占有主导地位. 
令 5\ t ， T ) 为 log p ( t ， r ) 的方差（期限方差），我们有 

a 2 {tj) = cr](T-t) 2 t + ( 宁 (1 -e- A(r -°)) 2 ^(l _，，• 

由上述^的表达式可知 j [ 服从正态分布，从而现金债券 A =exp (^ r s ds ) 服从对数正态 

分布.只要给定了资产与现金债券价格的联合对数正态性，我们就可以应用 6. 2节的 结果. 
因此，标的物为 r - 债券、敲定价格为 I 执行时间为 f 的期权价格为 




K = P ( o , t ) 


F 0> 


’log# 

k 






2 




k 屯 


F 

l0g T 


2 


cr 


2 


( t ， T ) 


\ tj ) 


)) 


其中， F 为 P (0， T )/ P (0， t )， 即 7 M 责券的远期价格•该 Black - Scholes 类型公式允许我们可 

以对诸如利率上限、利率下限以及贴现的 7 M 责券期权进行 定价. 然而，在多因子背景下， 
以前所使用的附息债券期权的定价方法不再适用，这使得对这类期权以及互换期权定价陷 


入困难. 
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5. 7.2 广义的多因子正态模型 

我们可以把上述的两因子模型推广到广义的多因子模型，使得远期利率也为正态的， 
并且也可以得到显式的 Black-Scholes 类型的期权定价公式. 

下面我们用完全一般的〃-因子模型作为例子说明，如果可以将波动率曲面 ^ G ， r ) 写 
成乘积的形式 


(Ti(t,T) = x^Oy^T) , 

其中^和 h 为确定性 函数. 则远期利率由下式所驱动： 

dJ ( t , T ) =丈乂⑺义⑴抓⑴ ^ a ( t , T ) dt y 

i = l 

这里， 函数七 决定了 i 时刻“第 i 型扰动”的大小，函数 h 控制了对不同到期日扰动的方 
式.在单因子 n = l 情形，这个框架将 Ho - Lee 模型 ( x ( t ) = a y y ( T )= l ) 和 Vasicek 模型 

(^(0 = ^ ex p ( f a s d5 ) , 7 ( r ) =exp (- [ a s ds )) 相结合 • 

Jo Jo 

为了使市场是完备的，我们需要对 a 和％施加两个条件 • 首先，存在〃个戶可料过程 
7\ I***, JnJ 使得 
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a(t ， T ) 二 ^^-(07,(0 (y,(0 + XiiOY^t.T )) , 

i = l 

其中 y ^ tj ) = [ yi ( u ) du . 换言之，与对冲相容的漂移在鞅漂移周围张成一个〃-维函数空 

间.其次，对所有的£<7\及每个由 ri 个到期日7\ < r 2 < … < r „ 组成之集合，矩阵次 =( 〜 
⑴）， ( a ,(0 = y ; ( i , r t .)) 必须为非奇异的，该条件即是说所有的函数 h 都不 相同. 例如， 
如果每个^有下列形式 


o\(t ， T 、： ai(t)ex^( - A^T - t)) 9 

其中 A (0 为时间的确定性函数， A /为 不同的常数，则可满足上述条件. 

对一般的波动率曲面 A ( f ， r ) = Xi (t) yi (T), 短期利率和远期利率均服从正态分布， 
因此债券价格服从对数正态分布， Black - Scholes 类型公式成立（见 6. 2节）.令 f 表示 f 时 

刻 7 M 责券的远期价格 ， F = 令 o ■为 r - 债券直到 f 时刻的远期波动率，即 cr % 为 

iogP («, r ) 的方差，或 



xf ( s ) ds 9 


则标的物为责券、 敲定价为 k 及执行时刻为 f 的期权在时刻0的价值为 


V^o = P(0,t) 




log i + 丄 oV 


k 


Y a 




k^> 


j 


log l 


* 厶 




5.7.3 Brace - Gatarek-Musiela 模型 

Brace - Gatarek-Musiela ( BGM ) 模型是 HJM 模型的特例，它侧重于 5 ■•区 间长的 LIBOR 

利率.下面稍微简化他们的记号为 


因此 L ( f ， r ) 为在7 1 时刻借款在长为 S - 区间上的远期 LIBOR 利率. 

由远期波动率 A ( t ，： r ) 定义的广义的 HJM 模型 （ n 因子）若 BGM 模型则应取这样的 

CT , 使得 



8L(t ， T) 

1 +SL(tJ) 


7i(t,T) 


争 


对所有小于 r 的 i 成立.这里 y 为某个确定性的取值于阿 n 的函数且关于 r 绝对连续 • 
从而，在鞅测度0下， L 满足的 SDE 为 


d t L(l,T) = L(t y T) 7/(^7") + f a,(f ,u)du)df) • 

i = 1 
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更有意思的是，在远期测度 P 下（见 6. 4节 ）， L 的 SDE 为 

n 

d t L ( tJ ) = i ( f ，： T ) Zi (，， r)d 憨⑴， 

i^l 

其中纥为] P 7 . +5 -价 01 ^ 运动. 这样， L ( t ， T ) 作为 f 的过程，不仅为一 P T + S •鞅，也服从对数 
正态分布.后面我们将看到，它的这些性质可以使我们很容易对利率上限和互换期权进行 
定价. 

为便于定价，我们需要知道的只是函数7而不是整个波动率结构.而函数7表示在 （时 
刻不同的远期到期日 T 的利率变化之间的相互关系.在实践中，可通过比较模型价 
格与市场价格来校准 7. 例如，在他们的论文中， Brace 、 Gatarek 和 Musiela 定义 y 函数为 

通过已知的利率上限及互换期权的价格来校准. 

简记瞬时的利率 L ( T ， T ) 为 L ( T ). 假如有一合约，在一系列时刻厂 = T 0 + 
iS(i = 1，…， n ) 支付，如果 T i + 1 时刻的支付依赖于乃时刻的 L / BO /? 利率，例如尤= 
/( L ( f )) ，则所支付的在 t 时刻的价值为 

v t = P ( t , r i +1 ) E P (/(/」（ 7；) )1 乃）， 

八+1 

由于 P Ti + l 下 L ( Ti ) 服从对数正态分布，我们可以对简单的/求出该表达式的显式解， 

其中简单的 fSTi 时刻的单期利率上限支付 3(1(7^ -幻+，在这种情形下，《时刻单 
期利率上限的价值 V ,等于 


SPit/OSF^ 


log 

^ ^ T'i-x 




- k<S? 


F 




log t — f 作， 




其中 F 为远期 L / BO /? 利率, t ^ J ) 为给定信息集兄下 logi ( r ) 的方差即等于 

f 17(5,7) | 2 d5 . 该定价公式也有熟悉的 Black-Scholes 形式，这是因为在远期测度 F ^下 

L { 7^, ) 服从对数正态分布，可以像通常一样进行计算. 

我们甚至也可以对互换期权（近似地） 定价. 考虑一期权允许投资者在时刻 t + 

iS (i = l ，... ，《)以比例支付固定利率而收到浮动利率•令 

T] = I ds 

J t 

为在远期测度 p ri 下已 知乃时 logi (： T 。， 的方差. 

我们又定义 


d t = 


y 8L{tJ } _ x ) 

冬 f 1 + SL{t y T hX ) 
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1176 


% 
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令 h 为下列方程 

n 

s：^ (kS I(i 

i - 1 






U(l ^SL(t J h] ) expires +dj))) 




的惟一根.则上面所定义的互换期权在 £ 时的价值可以由下式 


n 




F 




2 


r 


-k 屯 


心 - 备 rf 


2 


V 


r 





二 - r t (s 0 +dj. 



第 6 章更一般的模型 


Black - Scholes 股票模型假定，市场上仅存在一种股票，股票的漂移和波动率是常数； 
还假设现金债券是确定的，其波动率 为零. 这些假设是没有必要的.本节将逐一处理这些 
限制而且提出一个更为一般化的模型，看看该模型是如何为衍生证券定价和套期保值的. 

并揭示控制以下所有场景下所讨论的模型的基本框架. 

这并不是说，所有模型，不论如何复杂或古怪，将总能给出好的定价.但是假如一种 
模型为 Brown 运动所驱动，且无任何交易成本，那么这个模型在这个框架下是可分析的 • 

6.1 一般股票模型 

回想一下， Black - Scholes 模型包含一种债券怂和一种股票 A 且它们服从随机微分方 

程组 dB t = rB t dt 9 

dS f = S t (o-dW t +/ xdf ). 

这里/■是常值利率， （7 是股票的常值波动率且 M 是股票的常值漂移，且使用 4 节所讨 
论的随机微分方程公式.过程取是 P - Brown 运动 • 

我们所讨论的最一般的随机过程有可变的漂移和波 动率. 它们不仅随时间变化，而且 
也依赖于股票自身的运动（或等价地，依赖于 Brown 运动疋的运 动）. 我们可以通过股票价 
格函数，甚至股票价格和时间的函数 cr ( S ,，0 来替代常数①纵使这样做也不能考虑 
到完全一般的模型 * ( 例如，《时刻波动率可能依赖于直到£时刻股票价格所达到的最大值 •） 
我们将用一个一般的 F 可料过程 A 替代7，用 F 可料过程 G 和叫分别替代常数『和•随 

机微分方程组更新为 

dB t = r t B t dt, 

dS t = S f (o-,d^ £ +jx t dt) 

它们的解为 

B t - exp ( r s ds ), 

JO 

s t = Vxp(j[c s + -J a s )dsy 

[技术上的 注记： 过程 和仏 不能完全一般化，因为为了使上述积分存在，它们必须是足 
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够可积的.确切地说，我们需要 （ 以 P - 概率1 ) 积分 [ a t dt . 


T 


dt 



T 


A 


dt 是有限的 



6.1.1 测度变换 

如前面章节所述，我们的目标在于构造一贴现股票价格 A = 4 _1 义使其成为鞅.这能够 
通过在妒后增加一漂移项％而做到 •即， 假如 R =罠十 [ y s ds 是 Q - Brown 运动，那么&满 

足随机微分吉程 


且假如 


dZ t = Z t {a t AW t + (/x, - r t - a t y t )dt). 


Ji 


At - It 




那么正如在风险市场价格章节 (4.4) 中所暗示的， Z 是一 Q - 鞅. 现在市场风险价格依 
赖于时间 i 和直到这一时刻的样本轨道.可是，它将继续独立于所考虑的金融工具 • 在任何实 

际的情形下，我们也应该检验％是否满足 C-M-G 增长条件 E P ( exp 去 j [ WcU ) < oo. 

在测度 QT ， Z 服从随机微分貧程 

dZ f = cr i Z t dW t , 


因为它是无漂移的，所以它至少是一局部鞅，我们也应该检验2是否是一恰当的鞅 • 例如， 
我们只要检验 Eq ( exp \^< T 2 t At ) 是有限的就足以保证 Z 是一恰当的鞅 • 

6 .1.2 复制策略 

假如尤是即将被定价的且到期时刻为的衍生证券，那么定价的步骤与 Black-Scholes 定 

价技恭井_犬的差异. ^ 

可以通过贴现权益的条件期望过程 E t = E. q ( B / XI 兄)来构造一 Q -鞅仏. 由鞅表示定理 

(3.5 节）可知，鞅琴可以表示为某个 f -可料过程也的积分，即 

E t = + J [也復， 

(注意，我们要求 o ■，永不为零 •） 令屯是 t 时刻所持有的股票资产组合，那么 

= ( f > t dZ r 

令债券资产组合持有 也是 E t -( j > t Z t ， 那么《时刻资产组合价值是 


V t = <f> t S t + = B t E r 
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因为价值 K 的变化仅仅由资产价格的变化所引起，故可以得到（正如第三章所述 ） （少，少) 
是自融资的，即 


dV t = <M S t + *M B r 

所以， (< t >^) 是一初始值为 K = E Q ( B T l x ^ 且终期条件为 b = X 的自融资策略 • 

6.1.3 衍生证_价 

套利讨论使我们确信时刻《衍生证券的惟一价格是 

* 衍生证券价格 

I V t = B , E Q ( B- l JT I y t ) = E q ( exp (- [ r s ds)x I T t ). 

I 

_ 

换句话说，时刻 i 衍生证券的价值是以直到 t 时刻的历史为条件的适当地贴现了的数学 
期望，是关于使得贴现股票过程成为一个鞅的测度——风险中性测度所取的数学期望 ■ 

该表达方式实际上给予了期权价值 K 最为清晰明确的 回答. 为了做某些特别计算，我 
们需要知道贴现率股票波动率 A (虽然不是它的漂移）和衍生证券本身* 

6.1.4 实施 

在实践中，假如模型比型更加复杂，相应的数学期望就不可能进行解 
析分析了 （6. 2节中的对数正态情况显然是一个例外 •）. 我们必须使用数值方法替而代之 

加以解决， 

假如能逼近£时刻价值 R ，那么对也或 ^ dV / dSr 的逼近就是 delta 套期 


这里 A 表示在一个时间小区间 （ t ， 

6 . 

我们已经看到，纵使不用 Black-Scholes 模型工作， Black-Scholes 公式仍然成立（参见 
4.1 节).模型的公共特征就是资产价格在鞅测度 Q 下是数正态分 布的. 

在简单的 Black-Scholes 模型中，现金债券及股票的模型为 

B t = e rt 和民= S 0 exp ( cr W t + ^ t ), 




AS t 9 


t + At ) 的变化 • 


2 对数正态模型 
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1\ 


其中 r, ^ 和 p 是常数且 梁是 P-Brown 运动.在时刻 r 购买 F 的远期价格是 

F = S Q e \ 

而且一个以&为敲定价格购买 S r 的期权在零时刻的价值是 




log — ~ cr 2 T 


4 t 


*• 


对数正态资产价格 

若价格在鞅测度下服从对数正态分布，则非常便利 .Black-Scholes 模型、某些货币和股 

票模型及简单的»模型都拥有这种便利性. 

清晰地说，假设已知股票 s r * 现金债券仏在鞅测度 Q 下是联合对数正态分布的 ， dr 

是 logS r 的方差， cr 〗 r 是 \ ogB y 1 的方差 （ q 和 0 " 2 为期限波动率）， p 是它们的相关系数， 
那么时刻 T 购买 S 的远期价格是 

F - 3(3 -爭 ，或等价地 F= expCpo - j ^ T 1 ) E q ( S t ) , 

且以 A ： 为敲定价格购买的买人期权的价值是广义 Black-Scholes 公式 




V Q = Eq {B 




F 


\ 


log T + Y a ' T 

;: M ， 


k 电 


log 


F 


2 


2 




\ 


4 f 



从下面能够看到这个公式的正 确性. 记 s r 为 

S T = Aexp^a^Z - 士 a;) ，且 W = (t]T , 

这里4是常数 E Q ( S r ) 且 Z 在测度 Q 下是一正态 / V (0，1) 随机变量_贴现因子服从对数 
方差为 cr 〗 r 且与股票对数价格的相关系数为/>的对数正态 分布. 令 B 是它的期望 S = 
E lQ ( B ； 1 ) ,可以得到 




— 


B expla 2 ( p Z 


wo - 





这里，是独立于 z 的 / v ( o ， i ) 正态随机变量. 
那么贴现股票价格的数学期望是 


EQ(B^S r ) - ^ ex P ( 士(％ + pa 2 ) 2 


+ 


a ~ £. 

2 pai 




ABexp ( pa ] a 2 ) - 
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所 以心的 远期价格就是 F =4 ex P ( pa ^ T ). 重新表达 S r 为: 


S 


T 



pa x a 2 


则买人 期权齣 价值为 

F 0 = E q { Bj { S t - ky ) = BE q ie pa 2 Z ^ a hs T - fe ) + ), 

上式 ft 等于 

BE q ( Fe {ai+pai2)z ~^ {cll+p0l2)2 - 彡 —z ) ， 


其中 ^ 是临界值 2 = (logy - ya ' - pa ^^/ a ,. 对任意常数: T 和^使用概率结论 

15 0>( y + z ) ，我们就获得了所要的 结果. [记号 E ( X ;4) 表示随机变量 I 

关于事件4的数学期望，或者也可等价地记为 E ( XI A ) ，这里&是事件4的示性函数 - 


6.3 多股票模型 


BLack - Scholeb 模型假定市场上仅有一种股票.在许多情况下，这个假定并无太大损害，如 
果我们写下一个以通用公司股票为标的股票的期权，且股票价格模型已恰当地反映了这一 
标的股票的运动行为，那么我们并未受到其他证券运动的影响 • 可是，更为复杂的股票产 
品，例如双重货币工具，依赖于至少两个不同的证券 * 在债券市场上尤为如此，这里，互 
换奮币价值受到许多具有不同到期日债券运动的影响 • 

一个好的多证券模型不仅必须单独地描述每一种证券，而且也必须表明它们之间的交 
互影响及相 依性. 例如，我们在 4. 5节讨论的双重货币工具，它联系于英磅对美元的汇率 
及一种 UK 股票.这两个过程有某种相依度，在实际当中，一种证券的大的运动可能与另一 
种证券相应的运动相联系，这种变化表明两种证券是相关的 • 


适应于《 •维 Brown 运动的随机过程 

一个随机过程 X 是一个连续过程（芩：《多0)使得毛能被写为 

弋=夏。+ ㈣ _ + J:— , 

!■ = I 

这里 和 / t 是随机 /*- 可料过程且使得积分 j [ ( Z 〆 （$) + I ) 山 对所有的时间 
M 以概率丨)有限.这个方程的微分形式可被写为 

n 

dX t = ^ cr^Odl^ +/x,di. 

■ ■■ 
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第％ J 章吏一般的模型 


多股票能被多维 Brown 运动所驱动.不同于单个 P - Bnmn 运动，在 •因子 情况下，将有 
心个独立的 Brown 运动％ 1 ，•••，》：.这意味着每一个砣都是单个的 Brown 运动，而且它们中 
任何一个的运动行为完全不受其他 Brown 运动的影响.设过滤族/ V 是所有《个 Brown 运动 

历史的总和，换一句话说，厂是心维向量（砣，…， R ) 直到 r 时刻为止的 历史. 由此可以 
得到随梆过程的一种改进的定义（见框图中的定义）. 

在原来的（单因子模型）定义中，漂移项是不变的，但是现在每一个因子都存在一波 
动率过程 q ( f ). 必须记住在多因子情形下波动率不再是一标量，而是一向量.过程 X 的总 


0 M ] 波动率是 yoTTO + . 换句话说， dX , 的方差是 I 它由每一个 Brown 


运动分量妒的贡献总和所构成（因为 Brown 运动的分量是独立的) 


U6 公式及乘积律的 n - 因子版本 如下: 



Itfi 公式 （ n -因子情形） 

假如 x 是一随机过程，满足 +/ i t dt ,且/是一确定的两次连续可 
微的函数，那么 F f: =/( 弋）也是一随机过程且其随机增量为 

dY t = 名卜 (0/'U,)dr t + (wu t ) ⑴ /"UJ ) 也 


另外，当每一个附加的 Brown 运动具有相同的波动率项时，这个公式类似于单因子 It 3 


乘积律 （/ I - 因子） 

假如 X 是一随机过程满足 ^ a ,且 r 是一随机过程满足 dr t = 

+v^t , 那么 H 是一随机过程且满足 

d(X t Y t ) = X t dY t + Y t dX t + ( ⑷ Pi ( 參 

■ , 


这个新版本统一了在 3. 3节所遇到的两个明显不同的乘积律 公式. 假如尾和 K 都适应 
于相同的 Brown 运动％，那么这个公式与第一种情况 相同. 假如 A 和 K 适应于两个独立的 
Brown 运动， 称为巧 和砣，那么孓对于炉将有零波动率，即 c 2 (0 = 0，且类似地 ，I 

对于 W 1 将有零波动率，即/^(«) =0,这样一来，在 n - 因子乘积律中的 Z A ⑴ PA ) 项将 

一致地为零，这与 3. 3节中的第二种情形一致. 

yr 

当 IT 是 n - 维 Brown 运动，漂移项7是一 1 …维向量过程，且当 E P exp |— J \ y t | 2 df ) 是有 

T 851 限时， Cameron - Martin-Girsanov 定理继续 成立. 
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Cameron - Martin-Girsanov 定理 （ n •因子情形） 

设妒 = (妒 ，…， TP ) 是…维 P-Brown 运动. 假设 7 l =(7!， …， 7『) 是一可料…向量过 
程，满足增长条件 E P ex P (+f | % | 2 d ^ < 00 •令巧= r ,+ j [ V ： d 5, 那么存在一新测度 
Q 等价于测度 P ， 直到 r 时刻，使得伊:= ( r ， …， r ) 是直到 r 时刻为止的心维 Q - 

Brown 运动 * 



关于测度 P 的 Radon - Nikodym 导数是 


dF 


exp (- 



遂个定理存在逆定31，类似于单因子情况下_逆定理. 

最后，回想5_5节的 n - 因子的鞅表示定理•设 If 是 / I - 维 Q-Brown 运动， M 是一心维 Q - 
鞅且具有非退化波动率矩阵，/ V 是任意其他一维 Q - 鞅，那么存在 一5 -可料 n - 维向量过程 
也= (♦! ，…， w ) 使得 


N t 


N 0 + t J ^ d 圯 


6 . 3.1 —般的 n - 因子模型 

以后将看到，以下这一点是非常重要的，即至少有和 Brown 运动因子一样多的标的证 
券（不包括现金偾券）.一般地说，若证券的数目比因子的数目多，那么市场将存在 套利; 
若证券的数目比因子的数目少，我们将不能进行套期.这种情况并不如同某种情况（例如， 
债券市场有数目不限的不同到期的债券）一样地简单，但是我们从经典情况开始叙述- 
我们的模型将包括一通常的现金债券琴和 n 个不同的市场证券$， ."， S :. 它们的随机 
微分方程是 


dfi 


r 見 dt ， 


n 


ds; = s；( ^^..(Odr, +/4 也）， 


1 ，…， n • 


其中 q 是瞬时短期利率过程， W 是第 i 个证券的漂移，且是它们的波动率向量.因 
为每一种证券有一个波动率向量， n 个这种向量的族形成过程的一个波动率矩阵 X ,二 

違些证券的积分表现形式是 


B 


exp 



S 


ds j 
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料章支么'叙編型 



S l = S o ex P X [%()》觀 + f(/i ； -+il4( s )) ds • 

V J — ] ) 

6 .3.2 测度变换 

现在要找一新的测度 Q ， 使得在这个新测度下，所有贴现的股票价格同时是 Q - 鞅 ■ 
由 M - 因子 C - M - G 定理，设为增加一漂移项％ = (7! ,…,7: ) ，使 

K = w t ^ 

是一 Q - Brown 运动. 那么股票的贴现价格 4 = B ； 1 S ； 满足随机微分方程 

dZJ = ^ ( ^ ct + (/x) - ~ ( 7 说 ( 4) 7^)^)' 

j = 1 ；= i 

为了使每一'个〖漂移项为零，必顏審 

[ cr 。 ⑴ y | = / X ; - G ，对所有的 t 9 i = \，- •* , n . 

j=\ 

上式能够用向量和矩阵的形式表示为 


S ( y t = fi t ， 


187 


其中 L 是矩阵 ( tr ,( 0 ) 而 1 是常值向量 U ， 1 ，…， 1 ). 对任何特别的~这个向量方程可 

能有可能没有一个解 y ,， 解的存在性依赖于 S ,， 叫和~的实际值_如果矩阵是可逆的， 
那 4 必 _ fc —个惟-的 y , 等于 


7 t 


单因子风险市场价格公式 1 = 7 广 U - 


黑：【熟 

现在是一种特别的情况.这意味着，假若 Xr 对 

2 d ^ < * ,那么存在一测度 Q 使得股 


每个^是可逆的且 y t 满足 C - M-G 条件 E P exp (^ 

票的贴现价格为 Q - 鞅.（或者至少是 Q - 局部鞅_对每个 i ， 为了使’是一恰当的 Q - 鞅，需要 



积分条件即 E “ exp 


2 



T 


t ) dt < 


6, 3.3 复制策略 

设尤是一 r 时刻到期的衍生证券，且设尽 fQ - 鞅 K =£ 9 (^ x1 氕）. 假若矩阵总是 
可逆的，那么由十因子鞅表示定理可知，存在 一 波动率向量过程小 * = (</>!，..■，<#>〖），使得 


n 


E t = £o + X J [^ sd ^* 

此时 Z f 的可逆性是基本的.套期薄略将焉⑷ V 7 篇 〜 f g L , 其中 C 是时刻人对证券 L 的持 


LJ 


> i 

























































6. 4 计价单位/ 137 


有 fl 也是对债券的持有.如同一般情况，债券持有少是 

n 

/; 1 

贝 1 J 资产组合的价值是 K , =^£ t . 资产组合是自融资的，因为 

n 

二 次 + ip t dB r 

# -if 


衍生证券定价 

^时刻衍生证券的价值是 . 

f 

K = A Eq (Bj 1 X \ T = -^q ( exp (—丄 r s dsjj^ |^) 


6. 4 计价单位 


通常选择计价单位为一种现金债券，但并不需要一定是这样.事实上，计价单位不仅 
有波动率，而且也可以是任何可交易的金融工具，在汇率内容中我们已经看到，我们能够 
选择使用何种货币现金债券.但是无论选择哪种计价单位，衍生证券的价格将总是相同的. 
这是因为计价单位的选择同我们通常取的无波动性的现金流并无多少关系. 

在证明第3章中的自融资条件时，我们假定了计价单位没有任何的波动率.这实际上 
并不是必要的.但是我们确实不得不检验使用的自融资方程是否有效，我们打算表明 





自融资策略 

个资产组合策略（也，也) ， 持有一种股票 S , 和一种可能波动的现金债券 B f ， 价值 
K = 小 t s t +仏 和贴现价值尽+也，这里 Z 是贴现股票过程 = B ~ l S r 假如 

叫 = # f dS f + 中具， 或等翁地 4 E t = 


那么策略是自融资的. 


回想单因子乘积律 


d ( XY) t = X t dY t + Y t dX t + a tPt dt , 
其中随机.过程 I 和 r 的随机微分为 



dX t = cr t dW t , 
dF ( = p t dW t + v t dt . 


假设有 二策略 、〖♦,#) ，.甚 wa 值 a 满足柷 rj > A^±Minmm (命，少）3 _择资的， 
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则需用到乘积律的两乎应用 .施 

画 dF, = d(B t E t ) = B t dE t 4 - E t dB t + crXMdt, 

其中^是纥的波动率， p , 是 Z , 的波动率（因此<#>必是尽的波动率）.将 d 尽=也€ 14 和 
E t : < f > t Z t + 樣人上式整理为 

dV t = < f } t ( B t dZ t + Z t AB t + a t p t dt ) + + t dB r 

再次使用乘积律能够证明上式括号中的项等于= dS f . 从而证明是自融资方程* 

这討具有多股票的因子模型也成立. 

变换计价单位 

假定我们有许多证券，包括一些股票 S : ，…， S f n 和两个可作为计价单位的尽和 C , •假 
如我们选 择仏作 为我们的计价单位，我们要找一个测度 Q (等价于原来的测度），在 

B ； l S ： (i = 1， …, n ) 且 

下是 Q - 鞅.那么在7 1 时刻支付为 Z 的衍生证券在 f 时刻的价值是 

V t = B t E^iB- T l X I ^). 

可是假设选择 C , 成为计价单位.那么存在一不同的测度 Q e ，在 

C ； l s ： (i = i ， …， /I) 和 C :' B t 

是一 Q c -鞅-我们能确实地找到 Q e ， 或者至少找到它的关于 Q 的 Radon - Nikodym 导数. 回想 
3. 4节 Radon - Nikodym 的性质 （ ii ) ，对任何过程義， 

^E Q c(X t | F s )^E q (CX I 兄）， 

这里^是测度过程1：^的 变换- 由此得到， 假如义 正好是 Q e -鞅，那么 

~ ( £ ft X t I Tf 

圓 I 这样一来 U , 也是一 Q -鞅 • 

典型的 Q c -鞅 （包括 取值为 1 的常值鞅）是1 ， d d ， …， c ^ s ： 1 且类似她 
B :%， I ， 屣，，…，5;%是_.所有相应的配对有一公共的商匕=^4这样一来 Q c 

关于 Q 的 Radon - Nikodym 导数是计价单位 C 对计价单位忍的商， 

雜 C 心 

dQ 一 B t . 

T 时刻支付为 X 的价格在9 6 ’测度下是 


Vf = C t E 




























钟价車在 


T 39 


再次使用 Radon-Nikodym 结论 E qC (Z 丨氕）= C ； 1 E Q ( ^ T X IJ t ), 那么 


vf = CCt ^C t C~ t x X I = B t E Q (B- T l X I jt,)- 

这正好与在 Q 下的价格 K 是相同的，所以这两个是一致的，正如汇率章节（ 4 .1)所讨论的， 
美金和英镑的投资者认同所有的衍生证券傲象是相 同的. 

例利率市场的远期测度 

在利率模型中，通常使用 r 时刻到期的债券 （ r - 偾券具有价值 p («， r )) 作为计价单位 • 
对应于这种计价单位的鞅测度称为厂远期测度 P r ， 且这个鞅测度使得远期利率 /( rr ) 以及 
借贷到期日棄 r 的 s - 周期的 libor 利率是一 P r - 鞅. 

新的计价单位是一种[债券，它在零时刻被正规化为有一个单位的价值 • 假如我们称 
这种币值单位为 c t ， 那么 C t = p { tj ) I P (0， r )_ 这样远期测度 Pr 关于 Q 的 Radon-Nikodym 

导数为 

dP r C r 1 

W = B ~ t = pW ^ Wt • 

相关的 Q - 鞅是 

现在在 r 时刻购买 x 的远期价格在 t 时刻的值是它的当前值 K 通过一 7 M 责券的收益所尺度 
化而获得，即 C = p - l ( tJ ) B t E Q ( B T l X \ r t )^ 进而， 由 Radon - Nikodym 导数的性质 （ ii ) 可 

知， f ] 等于 

Ft = ^ p r ( X j T ^ 

所以它自身是一 IV 鞅. 计算尤 的远期价格现在只需在远期测度下取它的数学期望即可 - 
从 PO ， r ) 的随机微分方程，我们蒙现 A 满足 


C =^I 2 £ (^ r ) d ^.(0, 

i - ! 

其中『是 n - 维 Q - Brown 运动，而5； .( tj ) 是 P ( f ， r ) 关于的波动率分量，由 C - M-G 
定理的逆可知 

W t ( t ) = W . it ) - j [ I 2,(5,7 T ) d 5 

是 一 P r -Brown 运动. 

这就给出了利率衍生证券定价的另一种表达方式_假如尤是『时刻的支付，那么它在《 
时亥 | 的价值是 ' 


V t = Bfi q 0 rX \^) = P ( tJ ) E ? T ( X \ f t ^ 


4 


所以 f 时刻多典价偉正好最聶的以葺到时刻£的 信息岑 条件都条伴数学期轉 (# 的远期 

It . / *1 | ^ / VifI I / \ I i ** r k I § - r mm-t / K* 4 || ■. I l^ 1 fj[ t k f II' >3^^* .1 Jl 'Jf 1 1 ^ ,-i b s , 'Iv I > kjjj I * f ^ ill f 丄 j J l I 1 J 4 r 

r r • r t ： J'J fJ D.UUIIU 奴 iTi u J r J 了 e /\A 
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价格）乘以直到 r 时刻货币的 （r- 债券）时间价值的贴现值. 

远期利率也是的远期利率，所以 /( f，r) 是一 PV 鞅且有 

= E Pt ( r r I ) , 

n 

和 dj '( tj ) = Xo^，r)d 憨⑴. 

i = 1 

另一个远期测度鞅是 S- 周期的 LIBOR 利率 

j = 1 (P(tJ-8) 一 n 

f - st p(tj) 

更多的细节参见第 5 章 （5.7 节）. 


6.5 外国货币利率模型 


4. 1节考察了汇率理论，第5章考察了利率市场.但是我们仍然没有研究具有外国货币 
的利率市场.这节我们将进行讨论. 

为了方便定义，想像我们自己是在同时具有美元和英镑的利率市场的美金投资者.变 
量将是如表 6-1 

表 6-1 记号 


P ( t , T ) :美元零息债券市场价格 

f { tj ) :在 r 时刻借人的美元远期利率(是 - gi 0 gP («，: r )) 

cr(t ， T) : /G，：r) 的波动率 
a{tj) : /(«，70的漂移 

r t •.美 元短期利率（等于 /G，0) 

B t :美元现金债券 （ 等于 exp J^r s d5 ) 

Q { tJ ) : 英镑零息债券市场价格 

g ( tj ) :在 r 时刻借入的英镑远期利率(是 - gi 0 g (? K ： r )) 

T ( t ， r ) : gG，r) 的波动率 
PU ， t) : g(«，r) 的漂移 

u ( : 英镑短期利率（等于 

D t : 英镑现金债券 （ 等于 exp fu s ds) 

C t : 一英镑对美元的汇率 

p t :汇率的对数波动率 

A ( :汇 率的漂移系数 （ dC / C , 的漂移）. 



6.5 外国货币利率模型 
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正如在 HJM 模型中，我们将在由独立的 Brown 运动砣，…， W 所驱动的 n - 因子模型中 
讨论.当然〃可以是1，但它不需要一定是这样.在 n 不为1的情况下，波动率 T 和 p 
是 ri - 向量 ovO ，? 1 ) ， Ti ( t ， T ) 和广乂/)。= 1，…， n ). 

这里有两个不同的利率市场（名义美元和名义英镑），加上一个与它们联系的货币市场. 
多因子模型方法需要反映在这3个市场中各种证券之间不同的相关程度. 

这些过程的微分是 , 

AJ ( tJ ) = + a ( t y T ) dt , 

i 二 1 

i = l 

n 

dQ = C〆 ^ i p i (t)dW t + A f df). 

t — 1 

不考虑美元现金债券琴，市场上以美元可交易的证券由美元债券 PGJ ) 、英镑 C t Q ( t ， T ) 
的美元价值及英镑现金债券的美元价值所组成.固定7\且令这3种证券的美元贴现 
价值分别是 X ，^和/，这里 


X t 二 B ； l P ( t , T ), 

Y t = B : l C t Q ( t ， T )， 

Z t = B ； [ C t D r 

为了简化后面的表达式，引人记号2:，：^和？：:，其中 

^ t ( t , T ) = - | ai ( t , u ) du , 

T \( t ， T ) = - f Ti ( f , u ) du , 

Jt 

i ]( t ， T ) = T . itJ ) + Pl (0. 

那么 2 t { tJ ) 是户0,70的 r - 波动率项， T ]( t ， T ) 是 Q ( t ， T ) 的 TP - 波动率项，而是 thr ) 
是 CWG ，? 1 ) 的妒-波动率项. 

和从前一样，我们遵循复制的3个步骤.第1步是作一个测度变换，在这个变换下， 
尤， F , 和都是鞅. 

对于任何可料心向量7 = (^(0)：=,, 存在一新测度 Q 和 一 Q - Brown 运动歡二 
(炉;，…， f 7)， 这里 ㈤ = K + ^ y l ( s ) ds . 那么 X ， 1" 和 Z 关于 Q 的随机微分方程是 

n 厂 

X ^,(tJ)dW t + ( [ -a(f,u))du)d/) 

i = 1 上 

= y\j^T ： XtJ)AW t + ( v t + f\ v (t ， r) ~/ 3 ( t y u ) du )) dt ) 

i - 1 
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dZ t = Z t ( % 出)， 

iT \ 

其中 ， v ( t , T ) 和％的定义为 

HtJ ) = t ^( f , u)( ri (0 - KmO )， 

n 

r }( t , T ) = X r i (^ u ) (7t(0 - T ^ t . u )) , 

ir=\ 

% = \ t - r t + u t - 

■ 

那么仅当存在 y 的某种选择使得X，^和 Z 都是无漂移时，存在一鞅 测度. 假如 

n 

a ( tj ) = - 2^，：0)， 

1*1 

P ( t , T ) = f , r i ( t , T )( y i ( t ) -卽，: T))， 

i = 1 

n 

Af = r t ~ U t + Xa ⑴ 7 ‘⑴， 

i =] 

鞅测度存在这一情况将会出现.在这个 Q 测度下 

d t P ( t , T ) = P { tJ ){ ^ + r t dt ) , 

1=1 

d t Q ( tj ) = 阶， n( i：7UU)dE + (h - i>(0 叩，： r))cU)， 

i = 1 i ^ 1 

dC t = c ti ^PiU)AW t + (r t - lijdf). 

i = 1 

只要这个测度 Q 是惟一的，我们就能够套期保值 • （而且如果任何〃个可交易的美元证 
券的波动率向量是一可逆矩阵，那么就可得到惟一性 •） 一个在 r 时刻以 x 美元支付的衍 

生证券在《时刻的价值是 

K = 

英镑投资者 

英镑投资者是处于问题的另一边 • 他以不同的鞅测度 Q £ 工作.这反映了他的计价单位 
是英镑现金债券 A 而不是美元现金债券 • Q ^关于 Q 的 Radon-Nikodym 專数将 是英镑债券的 
美元价值与美元计价单位的商.（为方便起见，正规化 A> = i/c。） 那就是 
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因 Z , 有随机微分方程 dZ t = Hp < ( t ) dW t , 在 Q £ - B ^0 wn 运动妒和 Q - Brown 运动审之间漂 
移的差正好是 P , 即 

(0 = ^ - J [ pi (5) d 5. 

对于英镑投资者，英镑债券随机微分方程为 

d t Q ( tJ ) = Q { tJ ){ X T ^ t ^ AW ： ( t ) + u t dt ), 

i = i 

这正好是 HJM 引导我们所期望的形式. 

正如在 6. 4节所解释的，英镑投资者将与美元投资者在未来支付价格上达成一致. 

6.6 无套利完备模型 

我们己经再一次看到用于衍生证券定价和套期的相同的基本 技术. 首先， C - M - G 定理 
被用于使得贴现价格过程在新的测度下为鞅，其次鞅表示定理给出了衍生证券的一个套期_ 
保值策略.这个过程的反复出现表明可能有一个更为一般的结果支持上面所述的结论•而 
事实确实如此. 

在开始这个经典定理之前，有必要把以前学习过的概念再温习一下. 

• 无套利 一 个市场是无套利的，假如在此市场中不存在任何获得无风险利润的途经. 

一个套利机会是一个（自融资）交易策略，它以零价值开始而在 r 时刻以确定的正的 
价值 结束. 一 个市场是无套利的，假如在此市场中绝对不存在任何这种套利机会 • 

• 完备市场 一 个市场称为完备的，假如任何可能的衍生证券权益能够通过证券的自融 
资资产组合交易被套期保值 • 

• 等价鞅测度 （ EMM ) 假定我们有一证券市场和在一测度 P 下的一计价单位现金债券. 

一个 EMM 是一个等价于 P 的测度 Q ，在这个测度下，由债券所贴现的证券都是 ，鞅 •对 

于我们称之为鞅测度的东西，这正好是一个更为精确的名字 • 

我们已经有了二叉树模型和连续时间 Black - Scholes 模型的 例子. 这两个模型都是具有 
等价鞅测度的完备 市场. 虽然没有发现一个套利机会，但是也不能确定套利机会是不存 
在的. 

在二叉树模型和连续时间 Black - Scholes 模型中我们发现，存在且仅存在一个等价缺测 
度使我们能够套期保值未定 权益. 在多股票模型 （6. 3 节）中这种情形尤甚.这里我们能 
够发现风险7,的市场价格，但是这个价格仅当波动率矩阵 I 是可逆的才是惟一的 （ Q 也 
是如此).正是这种可逆性才使我们能够套期保值 • 


无套利和完备性定理 （ Harrison 和 Pliska } 

假设有一由证券及一种计价单位构成的 市场. 那么 
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1 (1) 市场是无套利的当且仅当至少存在一个等价鞅测度 Q ; 

(2) 在这种情形下，市场是完备的当且仅当正好存在一个这样的等价鞅测度 _Q ft 不存 

在其他的等价鞅测度. 

这个简单而强有力的定理使得我们的实践有意义 • 

在 HJM 债券市场模型中，这些条件也是可见的.对某个可料过程％(0，这个模型需 
要远期利率漂移 a ( i ， D 满足 

a(t,T) = (y t (t) — ( 卜 ?"））• 

i = 1 

这就确保了存在一个等价鞅测度 Q ，且 7 是风险的市场 价格. 现在就可以看到这能确保模 
型是无套利的. 

另一个关键的 HJM 条件是波动率矩阵 

对所有的时刻序列 L <…< K 及对所有小于 L 的 t 是非退化的，这意味着仅存在一个市场 
风险可变价格 • 它是等价鞅测度是惟一的鞅测度的充分条件（实际上此条件仅仅比必要条 

件稍微严格一点），因此也是市场完备性的充分条件. 

需要弄明白此定理有什么作用.虽然已经完成了技术细节和精细的定义，但是能够严 

格地证明下面的结构. 

6.6. 1缺意味着无套利 

鞅的本质确实是没有套利.对 Q - 鞅的控制律是 

E q (MJ = M s . 

换句话说，它是直到 5 时刻历史条件下的未来期望，正好等于在 s 时刻的值.鞅所取的“期 
望” 不会高于或低于它的现值.另一方面，一个套利机会是一种赌博途径，这个途径肯定 

能够提高投机者的初始财富 • 

假定有一隐藏在自融资资产组合策略 （小 4) 的套利 机会. （为简化起见，假定市场是 
由股票和 债券虼 两种证券构成的 .） 那么它在 f 时刻的价值是 

而且它满足自融资方程 

dV t = 

能够计算资产组合的贴现价值，而且 

= 4> t dZ f , 
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这里 A 是贴现股票价格4,，它是 一 Q -鞅. 

现在假设策略以零初始值 （K=0) 开始且以非负结算价 （V r >0) 结束. 这的确能成 
为一套利机会吗？极为重要地，因为 A 是一 Q- 鞅所以尽也是一 Q -鞅. 这样一来 

H 

Eq (E t ) = Eq(£V 丨 Jo) = 五 0 = v 0 = 0. 

但是 VV 多0且（因为 B^>0) E t ^ 0 , 由于£>的.期望是零，所以惟一可取之值也是零. 

由此可以清楚地看到 VV 也 为零. 任何的策略都无济 于事. 一 个鞅本质上是一公平‘“博 

弈”且任何仅涉及进行公平博弈的策略不能保证获得一份 利润. 

用我们的语言来说，假如存在一个等价鞅测度，那么就不存在任何套利 机会. 

6.6.2 套期保值意味着价 格惟一 

假如我们能够套期保值，那么至多存在一个等价鞅测度. 

为了看到这一点，假设能够套期保值，但是存在两个不同的等价鞅测度 _ Q 和 Q '. 

对于历史域中的任意事件对于数字类权益，当事件4发生时它在『时刻支付的 
现金债券价值有结算 x 二(假如事件4发生了，示性函数 L 取值为1，否则为零 •） 

这是一有效的衍生证券，所以对它必可套期保值.（假定能够对所有的权益套期保值 •） 因 
此必存在一对 X 的自融资套期保值资产组合 (小冲 ），取值为 

y t = + ^t B r 

正如通常的贴现权益 £, = W 1 R 满足 

dE t = (f) t dZ t9 匯 ; 

其中 Z, 是股票的贴现价格化％当 Q 和 Q '都是等价鞅测度时， A 既是 Q- 鞅也是 Q '-鞅 • 所以 
尽也必是 如此. 由此可以看到 

E 0 = Eq (£ r ) = E ( E r )- 

但是 A 正好是事件 ^ L 的示性函数，所以 A = Q ( A ) = Q f ( A )- 想找到两个不同的测度 Q 
和但它们对事件4却给出相同的似然性.由4的任意性可知，这两个测度是完全相同的， 

这样 q =q ，. 假若任何两个等价軟测度是相同的，那么实际上仅存在一个等价鞅测度 • 

6.6. 3 Harrison 和 Pliska 

我们仅仅在一个方向上证明了每一个 结果. 我们表明假如存在一个等价鞅测度那么就 
没有任何套利，但这并不表明假如不存在套利那么的确存在一等价鞅测度.我们也证明了 
仅有惟一的等价鞅测度存在时套期保值才可能发生，但并不是说等价鞅测度的惟一性迫使 

套期保值成为可能. 

在离散情况下所有这些结果的完整和严格的证明参见由 Michael Harrison 和 Stanley Pliska 
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撰写的发表在 Stochastic Processes and their Applications 学术杂志上的论文，论文名为 Martingales 
and Stochastic integrals in the theory of continuous trading (更多的细节参阅本书附录 1 ) •对于 

连续时间情形及更为高等的模型，还有其他的研究工作，值得一提的是 Delbaen 和 Schach- 
ermayer 的工作.但是这方面日益完善的技术并不影响我们对 Harrison 和 Pliska 真知卓见的 

欣赏. 


附录 1 进 一 步的阅读 

参考书列得越多，实际上能参考的就越少.下面的这个书目较短，希望此时有较少的 
目录反而提供更多的选择. 

概率和随机微积分的书 

• A first course in probability, Sheldon Ross，Macmillan (4 th edition 1994, 420 pages ) 

• Probability and random processes ， Geoffrey Grimmett and David Stirzaker , Oxford University 
Press (2 nd edition 1992,540 pages ) 

• Probability with martingales ， David Williams , Cambridge University Press ( 1991， 250 pa - 
ges ) 

• Continuous martingales and Brownian motion, Daniel Revuz and Mark Yor , Springer (2 nd e - 

dition 1994, 550 pages ) 

• Diffusions, Markov processes，and martingales: voL 2 Ito calculus, Chris Rogers and David 
Williams , Wiley (1987,475 pages ) 

这些书技术上的深度和难度是逐渐递增的(最后两本书处于同一水平)而且包含了第 1、2 
和3章使用的概率知识. Ross 的书是对事件、似然、分布和期望等基本静态概率思想的介绍. 
Grimmett 和 Stirzaker 的书的前半部分包含了以上内容及随机过程的发展，而这些过程的发展 
概况包括一些关于缺和 Brown 运动的基本内容. 

Probability with martingales 不仅奠定了积分、 ( 条件 ) 期望和测度的基础，也对狹的理论作 
了精彩的介绍.书中也有一章介绍了简单的表示定理和 Black-Scholes 的离散版本 • 

Revuz 和 Yor , 及 Rogers 和 Williams 的两本书提供了随机微积分的技术 细节. 其内容都包 
含我们所需要的所有工具 • 比如随机微分， M 公式， Cameron - Martin-Girsanov 测度变换及表示 

定理.虽然内容较深，但具有一定背景知识的读者将发现它们是值得一读的，从而了解随机分 
析中有价值的问题. 

金融方面的书 

• Options ， futures，and other derivative securities ， John Hull , Prentice-Hall (2 nd edition 1993, 
490 pages ) 

• Dynamic asset pricing theory ， Darrell Duffie , Princeton University Press (1992, 300 pages ) 

• Option pricing: mathematical models and computation ， Paul Wilmott , Jeff Dewynne and Sam 
Howison , Oxford Financial Press (1993,450 pages ) 

Hull 的书是一本受实际工作人员欢迎的书.在开始分析之前，该书列出了现实世界中各 
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种各样的期权合约及市场.该书讨论了许多模型，且包含了实用的数值程序.该书另一个有用 
的特征是每章都配有参考文献. 

Duffie 的书是数学上更加严格的教科书，但仍然可以接受和 理解. 该书包含关于均衡定价 
和最优资产组合选择的章节，以及与本书处理路线相同的连续时间无套利定价.对于具有数 
学背景的读者，这是一个好的选择. 

牛津出版社金融专辑涉及到的课题纯粹从微分方程的框架出发而且没有使用随机技术. 
最后，许多定价问题变成了微分方程 问题. 但是除非一个读者在这个领域有实践经验，否则首 
次学习数学金融学领域的读者没必要从阅读这本书开始 • 

第 4 章：市场证券的定价 

一 些著名的学术期刊论文包括： 

• The pricing of options and corporate liabilities , F Black and M Scholes , Journal of Political 

Economy ， 81 ( 1973), 637 ― 654. 

• Theory of rational option pricing , R C Merton , Bell Journal of Economics and Management 
Science，4 (1913), 141—183. 

• Foreign currency option values , M B Garman and S W Kohlhagen , Journal of International 

Money and Finance, 2 ( 1983)，231 — 237. 

• Options markets, J C Cox and M Rubinstein , Prentic-Hall ( 1985, 500 pages ) • 

• Two into one , M Rubinstein , RISK ， { May 1991) ， p . 49. 

Black - Scholes 的论文现在是具有历史意义的.虽然针对本论文的技术细节，我们更欣赏 
作者的洞察力,但是看到这个课题是怎样开始的仍然是富有吸引 力的. 当时他们关心的是具 
有突出债务的公司股票的定价(诸如公司证券或认股权证)，这里这些债务涉及期权和衍生证 

券， 

几乎同时期， Merton 对 Black - Scholes 公式提供了一个更为严格的处理，而且对支付红利 
的股票和挡板期权做了推广 • Garman 和 Kohlhagen 描述了汇率期权，而后 Cox 和 Rubinstein 在 
繁多的期权品种类中讨论了一些奇异期权公式. Rubinstein 在 尺 / SA ： 期刊上发表的文章是关于 

双重货币工具和交叉货币金融工具的. 

第 5 章 ：利率 

在利率环境下， Heath-J arrow - Morton 如同 Black-Scholes 一样是一开创性的 工作. 通过集 

中在远期利率尤其是给出一细致的随机处理，它们提供了最为一般(有限)可能的 Brown 利率 
模型.其他的模型可能名称不同，但它们正好是具有不同记号的模型.这篇文章值得读 

者反复阅读. 

• Bond pricing and the term structure of interest rates : a new methodology for contingent 
claims valuation，David Heath , Robert Jarrow and Andrew Morton , KcoTionwtvicQ,, 60 

(1992),77—105. 
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除了 HJM 的论文，关于各种各样利率市场模型的著名论文 还有： 

• Term structure movements and pricing interest rate contingent claims , T S Y H 0 and S-B 
Lee , Journal of Finance , 41 ( 1986 ), 1011 — 1029. 

• An equilibrium characterization of the term structure , 0 A Vasicek , Journal of Finance ，5 

(1977 八 177—188. 

• Pricing interest rate derivative securities , J Hull and A White , The Review of Financial Stud ¬ 
ies , 3 (1990),573—592. 

• A theory of the term structure of interest rates , J C Cox , J E Ingersoll and S A Ross , Econo - 
metrica ^ 53 f 1985) ， 385 — 407. 

• Bond and option pricing when short rates are lognormal , F Black and P Karasinski ， Finan ¬ 
cial Analysts Journal , ( July-August 1991) ， 52 — 59, 

• The market model of interest rate dynamics , A Brace，D Gatarek and M Musiela , UNSW Pre ¬ 
print ^ Department of Statistics S 95 -2. 

• Which model for the term-structure of interest rates should one use?，L C G Rogers，in Math ¬ 
ematical Finance { ed , M H A Davis，D Duffle , et aL ) , IMA Volume 65, Springer - Verlag , 

93—116. 

这里的最后一篇文章是模型及它们的性质的综述性文章，而其他的文章分别描述了在这 
一 章所考虑的所有主要模型. 

第6 章： 更一般的模型 

• Martingales and stochastic integrals in the theory of continuous trading , Michael Harrison 
and Stanley Pliska , Stochastic Processes and their Applications , 11 ( 1981 J , 215 — 260. 

• The fundamental theorem of asset pricing , F Delbaen and W Schachermayer , Mathematische 

Annalen , 300 ( 1994)，463 — 520. 

• The valuation of options for alternative stochastic processes，J C Cox and S A Ross , Journal 
of Financial Economics ，3 ( 1976)，145 — 166. 

Harrison 和 Pliska 在 一 ^般框架下通过将无套利和 一 个軟测度的存在性相联系，朝前推进 
了一步，而且表明是否能够套期保值依赖于测度存在性和惟 一性. 这个思想奠定了今天金融 
数学的许多内容基础，这是这一篇文章的重要性所在. 

Delbaen 和 Schachermayer 对类似的情形进行了探讨，但是以 一 个更为技术性的方法去处 
理连续时间过程的特别问题,包括不连续过程_ Cox 和 Ross 讨论了比 Black-Scholes 更为一般 

的模型的期权定价，这些模型包括支付红利的情况. 




附录 2 记 号 




可以将记号自然地分成三个 部分： 小写字母（一般是确定的），大写字母（一般是随机 
的），以及希腊字母. 


小写字母 


dip 

dt 


dW 


t 


4(%) 

fitj ) 


一个（实的）参数 
▲个 常数； 息票率 

Q 关于 P 的 Radon-Nikodym 导数 

无穷小时间增量 
无穷小 Brown 增量 

一 个函数 

关于测度 P 的概率密度函数 

债券的远期利率 
一 个函数 


^(0 
( T) 

大写字母 


波动率曲面的依赖于时间的因子 
波动率曲面的依赖于到期日的因子 


B t ， B t 

B ( tJ ) 


g ( x ， t ， T ) 函数 （— logPG ，!/ 7 ) =%) 

i 一 个整数 

j 一 个整数 

k 合约敲定/执行价格，— 

一个补偿 
n 一 个整数 

^[ r ] 在^时刻支付的红利数量 


t 


一个事件， 一 个常数 
HJM 波动率矩阵 
债券价格过程 

Riccati 方程的解 

汇率，息票债券价格，计价单位 
融资缺口 
外币现金债券 


D ( tJ ) Riccati 方程的解 

E 数学期望算子 


个整数， E P 


E 


测度 P 下的数学期望 
贴现资产组合价值过程 
远期价格 


F s ( t ， T ) P { tJ ) 在时刻 s 的远期价格 


p，pj 

一 个概率 


互换货币合约的远期价格 


一 个概率 

Ti 

离散股票过程直到决算时刻 

r 

常值利率 


的历史 

r t 

可变利率过程，瞬时利率 

T t 

Brown 运动截至？时刻的历史 

s 

股票的初始价格，时间变量的另一 

h 

事件4的示性函数 


种表达方式 

m 

下次息票支付的序列数 

S J 

离散股票过程的可能价值 

K 

期权敲定价格 

t 

时间 

L ( T ) 

LIBOR 拆借利率 

u 

外币利率，实变量 

L ( tJ ) 

远期 LIBOR 拆借利率 

X 

一个实变量，横坐标变量 

M t 

一个鞅 
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N t 一个鞅 a(t y T) 

N 非负整数集|0，1，2,…丨 

/ V (/ i ， tr 2 ) 均值为 p 方差为(7 2 的正态随机变％ 



M 


P 

假设的离散衍生证券价格 

Ji(tj) 

ir-. 

一个概率测度 

8 

- T 

远期测度 

St 

P(tJ) 

债券价格 

Ss t ,Srii 

. i 

一个概率测度 



维实向量空间 


R(tJ) 

债券收益率曲面 

L 

s t A 

股票价格过程 

0 

s , 

可交易资产价格 

o t 

s l t ，…， s : 

股票价格过程 

A 

T 

一个衍生证券的到期/执行时间 


T; 

息票支付时间 

f^t 

u t 

外币衍生价值过程 

v t 

V 

衍生证券价值 

IT ； 

K 

衍生证券价值过程 

n , 

V(sJ) 

Black-Scholes 期权价格 

n 

W n (t) 

随机徘徊 


W t 

Brown 运动 

p 

W t 

Brown 运动 

p t 

< ，…， W 独立 Brown 运动 

a 

j ■■ j m 


X 随机变量，-个衍生证券的权益价 


值 ^ 

随机变量序列 a{tJ) 

x t 一个随机过程 ai(tJ) 

Y t 一个随机过程 a 

Yiit . T ) y t j [ f ，7"] 上的积分 I 

z 一个(正态）随机变量 m 

n 贴现股票价格过程 r 

Z(t,T) 贴现债券价格 屯，屯 

\ 贴现可交易资产价格 ^ 


希腊字母 


--个实参数 


% 


远期利率漂移 

一 个两变量函数 ( Vasicek 模型） 

测度漂移变换，风险的市场价格， 

风险溢价 
BGM 波动率曲面 
红利 收益； 息票支付区间 
一个小的时间增量 
分支宽度 

s I： 相应于时间增量&的价值变 
化 

测度过程变换 
一个实变量 
确定的漂移函数 
一个实参数 
常值股票漂移 
可变股票漂移过程 

股票漂移过程 
轨道概率 
资产组合 
相关系数 

正交补 -/ 

波动率过程 
常值股票波动率 
股票波动率 
可变股票波动率过程 
远期利率波动率曲面 
多因子远期利率波动率曲面 
期限波动率 
波动率矩阵 
债券价格波动率 
时域水平，到期日，停时 
持股策略，表示定理中的被积项 
正态分布 函数： =p 

(iV(0 ， l) 公） 

持有债券交易策略 
一个样本轨道 


附录 3 习题解答 


期货合约（在到期日）的价值是股票价格减执行价格.假如过程移到节点2,股 
票价格是&，所以期货的价值是/(2) = s 2 - A . 其他的节点是类 似的. 那么，回想 
q 是 （\ exp ( r 5 f ) -〜）/(〜- ， 

V = exp ( -rSt) ( (1 - q )( s 2 ~ k ) + q ( s 3 - k )) 

( s 3 - Sye rSt s l e r5t - s 2 \ 

=exp( - rSO I s 7 -+ s, - - - /c). 

\ - 5 2 ‘ 5 3 - / 

上面等式的右边等于 e - 成从而能够将上式简化为 F = \ - ke _ rSt . 这样给 
出期货零现值的惟一敲定价格是& = \ exp ( r &). 

在第一种场 景下， 股票价格和套期策略的进程标在表 A -1 中，而且图 A -1 标出了 
期 权树. 其他情形见相应的表格（表 A -2). 期权在零时刻的价格是 50. 我们能够 
用截止时刻为2的树表示套期策略4>，每一个节点给出了在下一投资周期开始时 
应持有的股票的量.相应的树在图 A -2 中给出. 



时刻0 时刻1 时刻2 时刻3 

图 A -1 —个数字期权支付的期权权益树 



时刻： 0 时刻：1 时刻： 2 

图 A -2 套期保值树 
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上-次跳跃 


上升 

上升 

下降 


A -1 期权和资产组合的发展 一价内 

股票价格 <5, 

期权价值 V ,_ 

股票持有屯 

债券持有少, 

100 

50 

一 

— 

120 

75 

1.25 

-75 

140 

100 

1,25 

-75 

120 

100 

0. 00 

100 



A -2 期权和资产组合的发展——价外 


上一次跳跃 


股票价格 S 


期权价值匕 


股票持有也 


债券持有也 


下降 

上升 

下降 


100 


80 


100 


80 


50 


25 


50 


.25 


1.25 


2. 50 


— 75 


-75 


-200 



表 A -3 中的计算，表明 S Q ( S 2 丨 A ) 等于心应用塔式定律的附注 可知乂 是一 Q - 鞅. 


表 A -3 关于过滤族值的条件数学期望 


3.1 否.增量是错的（或等价地条件期望是错的）.增量尤尤是一正态随机变量， 

方差为 i -2 s ( vTT ^"- l )， 而不是 G 而且增量不独立于忑. 

3.2 对.增量义 + ,-尤是正态变量； V (0, 炉 2 )与一个独立正态变量~ (0, t (1 - p 2 )) 

的和，等于正态变量 W (0, O . 增量确定地独立于历史和（武：“矣 

因此也独立于历史(总 ) 

3.3 当心是 均值为且方差为 Vr 的正态随机变量时，该随机变量取负值的概率与 

正态随机变量#(0，1 ) 小于 -/X Jf / a 的概率是一 样的. 这个概率是正的_ 
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3.4 dX ( = exp(tr £ )d^+ yexp( W t )dt^ X t dW t + ^X t dL 
3_ 5 X ( = + j^ju s ds - 

3.6 我们知道可以将过程写为 =^ df 和 dZ t = o - t dW t +^ di . 那么 

d(B t X t ) =^-d((B t+ X t ) 2 -B 2 t -X 2 t ), 

由 It 6 公式，上式右边等于 

(B t ^X t )(dB t +dX t ) + yo-?d« - B t dB t - X t dX t - j-afdt . 

上式本身可简化为所期望的答案.另外应用乘积律也能立即给出所求的解. 

3.7 对£=2公式成立（由定义).在时刻^1，假如第一次跳跃是‘上升’，那么 | 

以 F - 概率 p 2 将是^力此，且以 P - 概率足将是 M 2 / pj 2 . 这样（条件）期望是 

+( h ^ P \ - 假如第一次跳跃是‘上升’，这正好是 （1 的值.第 一 次 
跳跃是‘下降’的情况是类似的. 

在时刻 f =0, 冗4^1/。)=心^卜£“1)=1.正如我们所期望的，这与（。匹 

配. 

3.8 我们不得不对所有的 s 和 t (5^0, 且对所有可能的尤，证明这个结果 • 首先注 

意到 ^0 的情况马上可以从事实 E Q (X) 得到，且 A 在时刻 f 为 I . 

的情况也是平凡的，因为结果的两边都是忑.所以事实上， 对&的 四个情 
形，我们仅需检验情形 s = l ， «=2.考察是数字未定权益的情形，这里假如过 
程上升两次，这个权益仅支付 1. 假如第一次跳跃下降，因为尤 2 和 （ 2 Z 2 必都为 
零，那么结果的两边都是零.假如第一次跳跃上升，那么左面是 

^ q { X 2 \ T x ) = g 2 ( l ) +1(0) : q ? 

右边是 

“ 1 E p (^ 2 z 2 l ^ ) =—(p 2 f—l) +^ 2 (0)) =q 2 . 

9l \ \P\P2 / / 

类似地，我们能够检验以下数字未定权益，这里 A 仅在一次上升 ，一 次下降，和一 

次下降-再下降后才实施支付.这就完成了证明. 

3.9 ( ii ) 和 （ iiV 的等价性立即可以从关于等价正态的定理 得到. （出）和（⑴）'的等 

价性也是如此，只要我们注意到 （ HiV 的右边独立于历史 A . 

我们也注意到当 s =0 时 （ iiV 正好是 （ iiiV 的特殊情况.所以只要证明 （ iii )' 就足 

够了.左边是 
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这里 ， A = E P 



E^(exp(d(W t+s -W s +yO) UJ 
= ^ _1 E p(^ + ,exp(0( W t+S -W s +yO ) \f s ) 

dP I’) 由卩 -Brown 运动 W 的性质 （ iii ) ， = exp 
exp( -y(W T -W t )), 这里 W T -W t 是一独 立于乃 的正态随机 


变量，由此得到乙 = exp ( -yW t - i - y ^ jexp / yy ^ r^O 

L =exp( - y W t -^y 2 t\. 

这样一来 （ HiV 的左边变为 


这正好是 




2 


y 2 t)E p (exp((0-y))IT f + s 


-W s ))\f s ). 


再次用 W t + s - w s 是一独立于 JF S 的正态随机变量 / v ( 0 ， l ) 这一事实，上面的期望 


部分等于 exp | t ( d-y) 


2 




这意味着整个的表达式确定如所期望的等于 



假如7=0,那么 X , = %，由例 （2) 我们知道这是一 个鞅. 可是，假如 y 不是 
零，那么 


E(X t I J： s ) = E(W t I T s ) + yt^W s +yt^X s ^y(t-s). 

假如 y 不是零，那么; f 不是一个鞅，因为有上面额外的项 y ( t - s ). 

函数 ( T 是有界的，即存在一个常数 A ： 使得对所有的 f 备 r 及所有的中的 w，Icr 

( t ,( o )\^ K . 那么对所有的 co , exp ( i - j [ r ^ d5 ) 有上界 exp ( y ^ 2 rj , 所以它的期望 

也以这个常数为界 • 由第二收集材料的指导框，局部鞅也必是一鞅. 

对 V , = 求微分，我们能够分别处理 < 和这两个项，对/( X ) 应用 
Its 公式，有 A = %，我们能够处理这其中的第一项.那么 

d(f(W t )) =f f (W t )dW t +y/"(^)dt +d£. 

又 d (-0 = -山，所以可以导出事实上， K 是一恰当的鞅，因为 

假如令 X 是(^^山广，那么这足以证明（收集材料的指导） E ( Z ) < oo •事 
实上 


T 

(E ⑺） 2 矣 E(Z 2 ) 二 j[ E(W 2 t )dt = j-T 2 , 



附录 3 习题解答 157 


3. 13假如设 是 的对数，那么 L ; = aW } ■¥ {ji -r)t, 这样 dL , = aAW t + (/jl - r) dt, 

由 ItG 公式既可得到表达式. 

3. 14假如我们变换积分中的变量到= - { x +^- a 2 T)/a v ^, 那么 K 是 


V 0 —^\ (se- a/fv + 2T - ke^ rT )e~^ 2 dv, 

y ^ TT^ 00 

这里 a 是常数 (log + Mr -^ W )/"#. 通过将 ex P ( - a / fv --- a 2 T -- jv 2 \^ 

为 exp (-士 (t ； +(r/f ) 2 )， 可将积分重写为 

c a^ajf , kp~ rT f a 1 ^ 

1/ = — e~^ dv - —— e~^dv. 


进而可写为 


V 0 = s ^( a + a ^/ T ) - ke ~ rT 龟 （ a ) ， 


这正是我们所寻找的表达式. 

3. 15我们需要知道漂移是常数.至此，我们仅能够用3步法去掉常数漂移项.稍后 

(6.1 节）将推广这一结果，但是此时需要漂移是常数，即使并不区别它是哪个 
常数. 

3. 16 用 s = $10 ， k = $12, 〆 =0. 15， o * =0.20, r =0.05 和 1 简单地计算 Black - 

Scholes 公式.期权的价值是 $0.325. 

3.17 考虑下面的情形，假如 S r > $10,那么 X 为$1，否则 X 为零，这里 r 是1.因 

此由衍生证券定价公式 


V 0 = E q ( B 7 ： ] X ) 


= e~ rT q ( S T > $10) = 



它的数值为 $0. 532. 

4.1 ( i ) 资产的贴现价值是々二= exp (2 a % + ( r - a 2 ) t ). 它的随机微分方 

程是 dZ ( = Z f (2 o ~ dR +( r + o ~ 2 ) d 0, 它有一非零的漂移项.所以丨并不是一个 Q 
-鞅，这样 A 并不是一可交易的资产- 

( H ) 在这种情况下，资产的贴现价值是4=^%二 exp ( ~ aaW t - art ). 给定汾= 
y ( aa )\ 忑的随机微分方程是- Z t (- aadW t ) ,它是一 Q - 鞅. 所以 A 是 

可交易的. 

4.2 用替代每一个 dR (0 且代入关于 dF , 和 dZ t 的随机微分方程， 
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就可看到漂移项为零. 

4.3 这个例子与课本中英镑情形的惟一差别是汇率是另外一种方法.在有英镑对美元 

汇率（根据国内条款交易国现金流的价值）之前，我们也有美元对日元的汇率 
(根据交易国条款国内现金流的价 值). 我们实际上是用 cr 1 替代 C , 工作，但是 
惟一的差别是相关变化的符号.这样远期价 格是心 而且不是 ’o 
- exp ( - pa x a 2 ) F y 其中 F 是当地货币远期 F = ， S 。. 因为汇率倾向于以‘大’ 
数报价，在任何特别情况下所需要的 P 的符号依赖于问题中实际的货币对. 
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Adapted ( 适应的） 

一个过程仅依赖于当前的位置和其驱动过程过去的运动 轨迹. 它不能看到未来. 

American call option ( 美式买入期权、美式看涨期权） 

一个在期权到期日之前任意时刻可以执行的买入期权 • 

Arbitrage ( 套利） 

在市场上用一种交易或一系列交易能肯定地获得无风险利润的策略 • 

Arbitrage free ( 无套利） 

一个不存在任何无风险利润机会的 市场. 

Arbitrage price ( 套利价格） 

证券的不允许任何套利机会的惟一 价格. 

Autoregressive ( 自回归） 

一个向均值回归的 过程. 

Average ( 平均） 

样本的算术平均. 

Bank account process ( 银行账户过程） 

一个 账户，它由现行的瞬时利率复合构成，其行为像现 金债券 • 

Binomial process { 二叉树过程） 

定义在一个二叉树上的过程. 

Binomial representation theorem ( 二项式表示定理） 

在二叉树上鞅 表示定 理的离散版本 • 

Binomial tree ( 二叉树） 

一 个树，它的每一个节点在下一阶段分成两个状态 • 

Black-Scholes (Black-Scholes 模型 } 

具有解析期权定价公式的股票市场模型 • 

Bonds ( 债券） 

拥有利息的证券，它能够作正规的利息支付或者在到期时作整笔付息. 

Bond options ( 债券期权） 

在未来某一时刻买进或者卖出一种债券的一种期权. 

Brownian motion (Brown 运动） 

通过取越来越细小的随机游动所形成的基本的随机过程 • 它是一具有零漂移和单位波 
动率的鞅，且不是通常牛顿意义下可微的. 
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Calculus ( 微积分） 

一般地指一个计算体系，着重分析因变量的无穷小变化而导致的函数 行为. 牛顿微积 
分处理光滑函数，但是 Brown 运动不是这样，它要求 随机微积分的 技术. （微积分 
( calculus ) 的拉丁文意指算盘上使用的算珠） • 

Call option ( 买入期权、看涨期权 } 

一 种以现在约定的价格在未来某一日期买入一种证券的选 择权. 

Cameron-Martin-Girsanov theorem ( Cameron-Martin-Girsanov 定理） 

当变换 Brown 运动漂移时，解释等价测度变换的一个 结果. 

Cap ( 上限 } 

当现金利率收益和开始时刻确定的利率之间的差额为正时，定期地支付这一差额的一 
份合约.可用一个上限来保护一位借款者以防止浮动利率太高 • 

Caplet ( 单期上限） 

以某一常值支付的一份红利 上限. 

Cash bond ( 现金债券） 

一种流动地支付连续复利的债券，它以瞬时利率计算 收益. 

Central limit theorem ( 中心极限定理） 

一 个统计结论，它陈述独立同分布的 （ HD ) 随机变量的一个样本轨道的平均值是渐近 
正态分 布的. 

Change of measure ( 测度变换） 

考察在不同的似然集下的相同的随机过程，各种发生事件的概率的变化 • 

Claim ( 权益） 

根据一份合约而确定的在未来所作的一份支付 • 

Commodity (商品 } 

一种实际的物品，诸如黄金、石油或者冰冻浓缩橙汁. 

Complete market ( 完备市场） 

每一种权益都可套期保值的市场 • 

Conditional distribution { 条件分布） 

一个随机变量以某些信息 f 为条件下的分布，诸如灭） • 

Conditional expectation ( 条件期望） 

对给定某已知历史所取的期望.比如在三次掷硬币中，假定第一次掷出正面，这三次 
出现正面数目的条件期望是2;而无条件期望仅仅是 1.5. 以过程截至时刻 f 的历史为条件 

的条件期望 记为通 （• Ift ). 

Contingent claim ( 未定权 益 } 

一种权益，它的量由市场证券直到这个权益被实施时刻为止的行为所确定 • 

Continuous ( 连续） 

一个过程或函数，当它的变量或参数获得无穷小改变时，它仅获得一个小的量的变化 • 
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Continuous-time ( 连续时间） 

一个过程，它依赖于一个实值的时间参数，并允许时间无限可分. 

Continuously compounded ( 连续复利） 

利息被即时地计算复利，而不是每年或每月地计算复利，导致利息指数型增长. 

Contract { 合约） 

两个当事人，或两个参与者之间在法律框架下达成的协议. 

Correlation ( 相关系数） 

表示两个随机变量线性依赖性的一种 度量. 假如当一个变量变大时，另一个变量也变 
大，则相关系数是正的；假如当一个变量变大时，另一个变量变小，则相关系数是负 
的.正1及负1的极端情形对应于完全相关，而相互独立变量之间的相关系数 为零. 
相关系数计算公式是随机变量的协方差除以它们各自方差乘积的平方根. 

Coupon ( 息票） 

由一债券所作的周期性的 支付. 

Covariance ( 协方差） 

表示两个随机变量联系程度的一种度量，假如变量是独立的则协方差为零（对联合正 
态随机变量逆命题也成立） • 两个变量的协方差计算公式是它们乘积的期望减去它们期 
望的乘积. 

Cumulative normal integral ( 累积正态积分 } 

参考正 态分布 函数. 

Currency { 货币 } 

一个国家或一国家群体的金钱单位 • 

Default free ( 无违约） 

不存在债券发行人不能够兑现它的金融保证（理论上使用的）的可能 • 

Density ( 密度） 

概率密度函数/是一个连续随机变量分布函数的导数（如果它存在的话) • 直观地， 
/ (幻办是; f 落在区间 [ U + 也]的概率 • 函数/是非负的、积分为1且能够被用于计 

算数学期望等等，如 

E(X 2 ) = f x 2 f( x ) dx. 

J-00 

Derivative ( 衍生证券） 

一种证券，它的价值依赖于已存在的标的市场证券（或由之导出）.也可参见 
未定权益. 

Difference equation ( 差分方程） 

微分方程在离散情形下的对应物 • 例如，发现一个序列 u n ) 它满足 

似 n+2 +bx n + x +cx n =d ， 


Diffusion ( 扩散） 

一^种随机过程，它是 一 随机微分方程 的解. 
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Digital ( 数字 权益 } 

一 种衍生证券，假如一给定的未来事件发生了，它将支付一给定的量，否则什么也不 
支付. 

Discount ( 贴现） 

对一个未来的收益或成本按一定比例缩小作为现值以反映现在比未来的更重要（考虑 
了时间的成本）. 

Discount bond ( 贴现债券） 

一种债券，它许诺在未来某一时日作一整笔的支付，但是到那时之前它的价值小于它 
的面值 • 

Discrete ( 离散） 

取不同的分离的值，诸如从集 N 或|0，&，2&，…丨中取值. 

Distribution (分布 } 

一 '个随机变量每 一 ■可 能似然值的描述. 

Distribution function ( 分布函数） 

一 个随机变量的（累积）分布函数 F ， 其定义为使得 FU ) 是随机变量不大于 x 的概率. 

函数从 0( 弱）递增到 1. 假如 FU ) 是可微的，那么它的导数就是密度函数. 

Dividends ( 红利） 

由一权益所给出的正常的且可变的支付 • 

Doleans exponential (Dol6ans 指数 } 

对于一局部鞅軋，它是随机微分方程 dA = X t dM t 的解，而 A 是另一种局部鞅弋= 
exp ( M t -+ j [( dMJ 2 )_ 

Drift ( 漂移） 

一个随机过 程中力 项的系数. 

Driftless ( 无漂移 } 

具有常值零漂移项的过程. 

Equilibrium distribution ( 均衡分布） 

一个过程的分布，它在时间演化下是稳定的. 

Equities ( 股权） 

支付红利的股票. 

Equivalent martingale measure (EMM) ( 等价軟测度） 

参见鞅测度. 

Equivalent measures ( 等价测度） 

两个测度 IP 和 Q 是等价的，如果它们有相同的零概率事件. 

European call option ( 欧式买入期权、欧式看涨期权 } 

一 种买入期权，它仅能够在期权到期日执行或不执行.试同美式买入期权相 比较. 
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Exercise date ( 执行日期，到期日） 

一 个设置的未来时日，在这个时日能够执行或不执行 期权. 

Exercise price ( 执行价格） 

参见敲 定价格 

Exotics ( 奇异期权） 

新的衍生证券，它要么迅速地变为标准的期权产品或者变得无任何功能. 

Expectation ( 数学期望） 

一个随机变量的均值，它是无限个相同试验平均值的极限.对于离散和连续随机变量（具 
有密度 /) 它分别是 


E(X) = YnF (X = n) , E(X) = f xf( x) dx. 

Exponential Brownian motion ( 指数 Brown 运动 ） 

一个过程，它是一个带漂移的 Brown 运动的 指数. 

Exponential martingales ( 指数铁） 

一 个軼的 Dol6ans 指数，它本身也是一个（局部） 鞅. 

Filtration ( 过滤族） 

一 个过程的历史（兄）00,这里 A 是截至时刻 f 过程轨道的 信息. 

Fixed ( 固定利率） 

一种利率，该利率在整个合约的期限内都为常数. 

Floation ( 浮动利率） 

一种利率，该利率在整个合约的期限内随市场情况而 变动. 


Floor ( 下限） 

当开始时刻确定的利率和当前利率收益之间的差额为正时，周期性地支付这一差额的 
一份合约.一个下限能被用于保护一位贷款者以防止浮动利率太低 • 也可参见上限 • 


Floorlet ( 单期下限） 

它对应于下限，正如单期上限对应于 上限. 


Foreign exchange ( 夕卜汇） 

国际货币市场中，以一国货币表本的另一■国货币的价格. 


Forward ( 远期） 

一份在未来某一时日以一预定的价格买或卖某种商品的合约，此预定的价格称为远期 


价格 • 

Forward rate ( 远期利率 } 

借款瞬时利率的远期价格 • 

Fractal ( 分形） 

一 种几何形状，在一小尺度下它看起来与大尺度一样，仅仅尺度较小而已 • 一 根直线 
是一维分形，而一个 Brown 运动的轨道是 1 . 5 维 分形. 
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Future ( 期货） 

在交易所交易 的远期合约. 

FX (FX) 

汇率的 缩写. 

Gaussian process ( Gauss 过程） 

一种过程，它的所有边际分布都是正态分布，且它的所有联合分布都是联合正态的. 

Heath-Jarrow-Morton ( HJM) ( Heath-Jarrow-Morton (HJM 模型 ）） 

一种利率市场模型. 

Hedge ( 套期保值， 对冲 } 

为防止市场运动的风险而采取的保护一个头寸的策略. 

History ( 历史 } 

记录一个过程轨道的信息. 

Identically distributed ( 同分布） 

一 组随机变量，它们具有相同的概率分布. 

IID (IID) 

独立同分布的缩写. 

Independent (独立 1 

在一组变量中，它们中没有任何一个与其他变量有联系且产生影响. 

Indicator function ( 示性函数） 

一种集合的函数，当变量处于这个集合中，函数值为1;当变量处于这个集合外，函数 
值为零. 

Induction { 归纳法 } 

一 种证明方法，当前情况可由前一种情况所确定，而由当前情况乂可确定下一种情况， 
依此类推. 

Instantaneous rate ( 瞬时利率 } 

一种非常非常短期的贷款的利率. 

Instruments ( 金融工具） 

可交易的证券或 合约. 

Interest rate ( 利率 } 

支付利息的比率. 

Interest rate market ( 利率市场） 

确定货 币时间价值的 市场. 

It6’s formula (ltd 公式 } 

微积分中链式‘法则’的随机版本，它用过程自己的波动率和漂移以及函数的导数来 
表示一个随机过程函数的波动率和漂移.假如毛有波动率％和漂移仏，那么 K = 

JW 有波动率 /( 尤）％ 和漂移 /( A)a + 
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Kolmogorov *s strong law (Kolmogorov 强大数定律） 

参见强大数 定律. 

Law of the unconscious statistician ( 不严格的统计学家定律） 

假如一个随机变量％有密度函数/，那么 & U ) 的数学期望是 

^ ( h ( X )) = f h ( x ) f ( x ) dx . 

LIBOR ( 伦敦银行同业拆借 利率 } 

伦敦所有银行之间所提供的 利率. 每天公布的各种货币和到期日利率的集合 • 

Local martingale ( 局部缺） 

一类随机过程，它是无漂移的，但没必要是一 个鞅. 

Log-drift ( 对数漂移） 

随机过程戈取对数所得过程 log 尤的漂移 • 

Log-normal distribution ( 对数正态分布） 

一 个随机变量，它的对数是正态分 布的. 

Log-volatility ( 对数波动率） 

X ,取对数所得随机变量 logX , 的波动率，或等价地 dX / X t 的波动率. 

Long ( 多头） 

持有 一 正的 头寸. 

Marginal ( 边际分布） 

一个 过程％ 在时刻 t 的边际分布是将忑考虑为孤立的随机变量的分布*两个过程可以 

是不同的，但仍然可以有相同的边际分布. 

Market ( 市场） 

价格信息交换的场所.通常可以在电子通信网络空间中进行运作 • 

Market maker ( 做市商） 

(在英联邦）有义务以两种方式报价和交易的经 纪商. 

market price of risk ( 风险的市场价格） 

根据额外的增长率从风险投资中获得的标准化收益. 

Markov ( 马尔可夫过程） 

一类过程，它的未来行为独立于它的过去，仅仅依赖于现在的情况. 

Martingale ( 缺） 

一类过程，它以过去为条件的未来值的数学期望正好是它的当前值_即对于每一个小 

于 t 的 S 等于虼 • 

Martingale measure ( 铁测度） 

一种测度，在这个测度下，一个过程是一个鞅 • 

Martingale representation theorem (缺表示定理 } 

该定理表明，可以将一个鞅写成一个可料过程关于另一个鞅的 积分. 



166 附录 4 技术术语词汇 


Maturity ( 到期） 

一个时间点，在此时刻一份债券将支付它的本金，或更一般地，在此时刻任何权益进 

行交割清算. 

Mean { 均值） 

数学期望的同义词. 

Mean reversion ( 均值回归） 

一个过程的性质，它确保收益有向它的长期平均值回归的倾向. 

Measure ( 测度） 

在所有可能发生事件的集合上的概率族，它描写了每一事件发生的可能性 大小. 

Multi-factor ( 多因素） 

一 种市场模型，它由多于一个 Brown 运动所 驱动. 

Newtonian calculus ( 牛顿微积分） 

关于光滑或可微函数的经典微分和积分学. 

Newtonian function ( 牛顿函数） 

一类函数，它有足够的光滑性使得它有经典的牛顿导数* 

Node ( 节点） 

在一个树上的点，在此新的分叉开始，旧的分叉结束. 

Noise ( 噪声） 

波动率的俗语. 

Normal distribution ( 正态分布） 

一种连续的分布，由均值 M 和方差 V 所决定， 记为 N ( jul ， o - 2 ), 其密度函数为 


/ 0 〉= 




_ 


Normal distribution function ( 正态分布函数） 

一个正态随机变量的分布函数，记为中(^) = P (/ V (0，1) ^ x ). 

Numeraire ( 计价单位） 

一种基本的证券，其他证券的价值根据它的价值来判定.经常使用的计价单位是现金 
债券. 

ODE (ODE) 

常微分方程的缩写. 

Option ( 期权） 

一种合约，它给合约购买者一种在未来时日做某件事情的权力（但并非义务 ）• 

Ornstein-Uhlenbeck (O-U) process (Omsteln-Uhlenbeck (O-U) 过程） 

一种向均值回归的过程，其随机微分方程形式为 

dX t = aAW t + {d - aX t ) di . 
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Over-the-counter (场外交易） 

一 种直接在交易双方之间交割结算的合约，无需交易中介的参与 • 

Path probability (轨道概率 1 

一个树上的过程当通过树上一个特别的轨道的 概率. 这个概率是所经过的分支的概率 
的乘积. 

Payoff ( 偿付） 

一种支付. 

PDE (PDE) 

偏微分方程的缩写. 

Poisson ( 泊松） Poisson process ( 过程） 

一种不连续的随机过程. 

Portfolio ( 资产组合） 

持有的证券集合. 

Position ( 头寸） 

持有证券的数量，它可以是正的（多头），也可以是负的（空头 ）• 

Previsible (可料过程 } 

一 种随机过程，它是适应的，并且或是连续的或是左连续具有右极限，或是前述这些 
过程的极限. 

Principal ( 本金） 

债券在到期时刻支付的 面值. 

Probability ( 概率） 

一 个事件出现的机会的大小. 

Process ( 过程） 

一 个以时间为参数的随机变量序列. 

Product rule ( 乘积律） 

对两个随机过程进行乘积计算随机微分的结果 • 

Put-call parity ( 买入 一 卖出平价） 

‘‘一 个买入期权的价值减去具有相同执行价格的卖出期权的价值等于一份远期现值”这 

个关系的缩写. 

Quantos ( 双重货币工具） 

一种交叉货币结算合约，以另一种货币作为结算的衍生证券 • 

Radon-Nikodym derivative (Radon-Nikodym 导数） 

一种测度关于另一种测度的导数，它是每一样本轨道在一种测度下关于另一种测度的 
相对似然度 • 

Random variable ( 随机变量 1 

一个样本空间的函数 • 
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Random walk ( 随机徘徊 } 

由一些独立行走的和构成的离散 Markov 过程.一个简单的对称随机游动是取整数 N 

值、在每一个时间步长以+概率上升或以1概率下降的过程. 

Recombinant tree ( 再联接树） 

一 种树，它的分支能再次走到一起来. 

Replicating strategy ( 复制策略） 

一种自融资 资产组合交易策略，它正好对一种权益套期保值. 

Risk free ( 无风险） 

没有任何亏本的机会. ‘ 

Risk-neutral measure ( 风险中性测度） 

一种鞅测度 • 

SDE (SDE) 

随机微分方程的缩写. 

Security ( 证券） 

代表一种承诺的凭证. 

Self-financing ( 自融资） 

一种策略，它永远不需要额外资金的注入，也永远不能够从已有的资金中撤除资金. 

Semimartingale ( 半铁） 

一种过程，它能够分解成一个局部鞅项与一个具有有限变差的漂移项 的和. 

Share ( 股份 } 

(在英联邦）一份股票或 股权. 

Short (卖空 } 

(在头寸中〉持有一负的或借贷的头寸. 

Short rate ( 短期利率） 

参见瞬时利率. 

Single-factor ( 单因素） 

一 种市场模型，它仅由一种 Brown 运动所 驱动. 

Standard deviation ( 标准差） 

方差的平方根. 

Stochastic ( 随机） 

随机 （ random ) 的同义词. 

Stochastic calculus ( 随机微积分） 

关于随机过程的微 积分， 而这类过程涉及 Brown 运 动项. 

Stock ( 股票） 

代表对一公司的部分拥有权的 证券. ’ 
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Stock market ( 股票市场） 

交易股票的场所. 

Strike price ( 敲定价格） 

在期权交易中，期权的标的资产参照此价格进行 买卖. 

Strong law ( 强大数定律） 

这个结果表明，在一定技术条件下，〃个独立同分布随机变量样本的平均值，当〃趋向 

无穷时将收敛到随机变量分布的均值- 

Swaps ( 互换） 

交易双方之间的一种协议，在一段时间内一'方向另一■方作一系列固定的支付且依赖当 

前利率从另一方获得相应的支付序列，反之亦然. 

Swaption ( 互换期权） 

一种期权，它在未来某一时日进入一掉期合约 • 

Taylor expansion (Taylor 展开） 

对牛顿函数 /( 幻，其在％附近的值用它在％的值及其他的各阶导数表示，即 

fix + A )=/(x ) + hf f ( a; ) + 七 h 2 f”(x) + ( % ) +•…. 


Term structure (期限结构） 

贷款所要求的利率与贷款期限长度之间的 关系. 

Term variance (期限方差 } 

在一时间段内， 一 种证券价格的对数的方差，即 VaKlogCS / S 。））• 

Term volatility (期限波动率） 

在一时间段内，一种资产的有效的（年度的）波动率 • 准确地说，它的方差是 期限方 
差除以时间段的长度： 

a 1 = Var ( log ( S T / S 0 )) / T , 

Time value of money ( 货币的时间价值） 

在当前的现金流与贴现后的未来现金流之间的差 • 

Tower law ( 塔式定律） 

这个结果表明，对于 ；<«， E ( E ( X \ T t )\ f > E ( X \ T x ) ■ 

Tradable (可交易资产 } 

一类资产，它要么能够直接交易，要么通过一匹配的资产组合进行间接交易 • 

Trading strategy ( 交易策略） 

一种连续交易的资产组合选择，这一选择依赖于市场运动 • 

Transaction cost ( 交易成本） 

买或卖一种证券的费用- 

Tree (树） 

由节点及连结节点的分支线所组成的图，且支干不包含任何闭的环和圈* 
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Underlying ( 标的资产 } 

一 种基本的市场证券，诸如股票、债券和货币- 

Vanilla ( 香草（大众化的）金融产品） 

金融产品中一种标准的基础 版本. 

Variable coupon ( 可变息票 } 

一浮动利率合约中的周期性支付 • 

Variance ( 方差 ) 

随机变量不确定性的度量 • 形式上等于随机变量平方的期望减去随机变量期望的平方， 
或者等价地，在随机变量和它的均值之间的差的平方的数学期望. 

Volatility ( 波动率） 

‘噪声’的量或者一个过程的变化性，更为准确地，一个随机过程 Brown 运动项的 


系数 • 

Weak law ( 弱定律 ) 


个 HD 随机变量的平均值当 n 增大时越来越不可能显著地不同于随机变量的 均值. 


Wiener process (Wiener 过程 ) 

Brown 运动的同义词 • 


With probability 1 ( 以概率 1) 

出现的概率为 1 的事件 • 这与肯定发生的事件不完全相同•例如，一正态随机变量可 
以取值为零，但它将不会以概率1取值为零. 


Yield ( 收益率） 

由债券提供的平均 利率. 

Yield curve ( 收益率曲线） 

以债券到期日为横坐标描绘的收益率图形. 


Zero coupon ( 零息票） 

直到到期日才支付的债券 • 



索引（按汉语拼音排序) 


索引中页码为英文原书页码，与书中页边标注的页码一致. 


A 

B 

Bachelier (45 ) 

半軟 （ semimartingale , 55 , 56) 

本金 （ principle , 165 〜 167) 

边际分布 （marginal distribution , 48 ) 

条件边际分布 （ conditional , 48, 69) - 

标的证券 (underlying stock , 3) 

标准差 （standard deviation , 6) 
Black - Derman-Toy 模型 （ Black - Derman-Toy 
model , 157 ) 

Black-Karasinski 模型 （ Black-Karas in ski mod ¬ 
el , 157) 

Black-Scholes ( Black - Scholes ， 83 〜 98) 

Black-Scholes 货币模 型 （currency model , 

100 ) 

Black-Scholes 公式 （ formula ，43 ,91,182) 
Black-Scholes 套期 （ hedge ，96) 
Black-Scholes 模型 （ model ， 83， 178) 
Black-Scholes 总结 （ summary , 90) 

波动率 ( volatility , 55, 83) 

HJM 模型的波动率 （ HJM ，1 4 3，158) 

期限波动率 （term volatility , 169) 

波动率的惟 一 性 ( uniqueness , 56) 

Brace - Gatarek-Musiela model 模型 （ Bmce - Ga - 
tarek - Musiela model ,175 ) 

Brown , Robert (46) 

Brown 运动 （Brownian motion , 44 〜 46 ， 48 ， 

49, 54) 


作为股票 Brown 运动 （as stock model , 50) 
带漂移的指数 Brown 运动 (exponential with 
drift ， 51) 

二维 Brown 运动 （ two-dimensional, 62) 

带漂移的 Brown 运动 （with drift , 50) 
不可交易的量 （ non-tradable quantity , 116 〜 
118, 120) 

C 

Cameron-Martin-Girsanov 定理 (Cameron-Mar¬ 
tin-Girsanov theorem, 74 ， 75) 

/ i - 因子 Cameron - Martin-Girsanov 定理（几- 
factor , 159, 186, 187) 

Cameron-Martin-Girsanov 定理和风险的市 
场价格 （and market price of risk, 120) 
Cameron-Martin-Girsanov 逆定理 (converse ， 

74, 105, 192) 

外汇中使用的 Cameron-Martin-Girsanov 定 

理 (use in foreign exchange, 102) 

HJM 模型中使用的 Cameron-Martin-Gir¬ 
sanov 定理 (use in HJM models, 138 ， 145) 
股票模型中使用的 Cameron-Martin-Girsanov 
定理 （ use in stock models ， 83,84,179) 
测度 （ measure, 30, 63) 

测度变换 （change of measure , 62 -76， 145, 
179,187) 

差分方程 （difference equation, 40,80) 

常微分方程 （ ordinary differential equation, 

53) 

场外交易 (over-the-counter, 163) 
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收益 （ payoff ， 4,15,103, 147) 

乘积律 (product rule , 62,138,189) 
n - 因素乘积律 ( « - factor , 185) 

Cox - Intersoll-Ross 模型 （ Cox - Intersoll-Ross 
models , 156) 

D 


多因素模型 （ multi-factor models , 172) 

多因素 HJM 模型 （ HJM ，158) 

多因素模型正态模型 (normal models , 174) 
多元支付合约 (multiple payment constracts , 

164) 

E 


单期利率上限 （ caplet ，171,176) 

单期利率下限 （ fborlet ，171) 

单因素 （ single-factor models ) 

单因素 HJM 模型 （ HJM ， 142) 

单因素短时利率模型 （ short-rate models ， 
149) 


二项式 （ binomial ) 

二项式分叉过程 （binomial branch process , 



二项式分叉模型 （branch model , 10 〜 17) 
二项式分布 （ distribution ， 4 2) 


到期 （ maturity , 129) 

delta 套期保值 （delta hedge , 181 ) 

等价軟测度 （equivalent martingale measure , 

197 - 200) 

也可参见狹测度 （martingale measure ) 

等价测度 （equivalent measures , 66 ,74) 

互换 （ swaps ， 167, 171) 

远期互换 （ forward ，168) 

互换期权 （options on , 171 ,176) 

Dolmans 指数 (Dolmans exponential ,61) 
Doob-Meyer 分解 （ Doob-Meyer decomposition , 

56) 

独立同分布随机变量 (HD variables , 47,58) 
独立 ( independence , 4,21,46,48) 

短期利率 （short rate ), 参见瞬时利率 ( instan ¬ 
taneous rate ) 

套期保值，对冲 （ hedge ，94,145,180,188) 

对数漂移 ( log - drift , 60 ) 

对数正态 ( log - normal ) 

对数正态看涨期权公式 (call formula , 103) 
对数正态分布 （ distribution ，6) 

对数正态模型 ( models , 181〜 183) 


二项式过程 （ process , 46) 

二叉树 （ tree ，19) 

二叉树模型 (tree model , 17 -28) 

二项式表示定理 （binomial representation theo ¬ 
rem , 28〜41， 77) 

F 

方差 （ variance ，42，47，58 ) 

分叉 （ branch , 10) 

分布函数 （distribution function ) 

分形 （ fractal ，49) 

非专业统计学家的法则 （law of the uncon ¬ 
scious statistician ,7 ) 

风险的市场价格 （market price of risk ，115 〜 

122 ) 

风险的市场价格的定义 （ definition ，119) 

一般模型中的风险的市场价格 （in general 
models , 179,188 ) 

HJM 模型风险的市场价格 （in HJM mod¬ 
els, Ml ,145,147) 

风险中性测度 （ risk-neutral measure ,120) 

也可参见軟测度 （martingale measure ) 
浮动利率 （floating rate , 165，167 ) 


对数波动率 （ log - volatility ，60) Fubini (143) 

多头 （long position ， 96,168,172) 复制策略 （replicating strategy ，8 ， 12，40) 
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连续时间模型的复制策略 (continuous mod ¬ 
el , 82,86,180) 

离散时间模型的复制策略 （discrete model ， 
13,22 -23) 

外汇模型的复制策略 （foreign exchange ， 

102 ) 

HJM 模型的复制策略 （HJM model , 137, 
146,164) 

复制三步法 （three steps to replication , 84) 

贴现情况的复制 3 步法 (discounted case , 
90) 

外汇的复制3步法 （foreign exchange , 101 ) 
利率的复制3步法 (interest rates , 137) 

G 

概率 （ probability ，4) 

概率密度函数 (probability density function , 7) 
Gauss 过程 （Gaussian process , 50) 

构造策略 （construction stragies ， 79 ~ 83) 

股票 ( equities , 106 〜 112) 

股份 （ share ，3) 

固定利率 (fixed rate , 165,167,168) 

归类指导 （ collector’s guide to ) 

对指数鞅的总结 （exponential martingales , 
79) 

对缺的总结 （ martingales ，79) 

归纳法、归纳 （ induction ，19,22) 

倒推归纳法 ( backwards , 19) 

归纳步骤归纳法 (inductive step , 22 ,36) 
归纳法结果 （ result ，22) 

股票 （ stock ，10,17) 

股票 （stock model ) 

n - 因素模型中的股票（心 factor model , 186) 
一般模型中的股票 （general model , 178 - 
181) 

多股票中的股票 （multiple stocks , 183 - 
188) 


过程 （ process ，29) 

随机过程 （ stochastic ,55) 

过程的历史 （ history ，20,30) 

H 

Harrison and Pliska ( Harrison and Pliska , 197, 

200 ) 

合理的价格 （price is right , the , 14) 
Heath - Jarrow-Morton 看 HJM 

HJM ( HJM , 142,158) 

HJM 条件 （ conditions , 143,148,159) 

等价于短期利率的 HJM ( equivalence to 
short - rate , 150 ) 

多因子 HJM 模型 （ multi - factor , 158-163) 
单因子 HJM 模型 ( single - factor , 142 ^ 149) 
广泛的 HJM 模型 （ universality , 149) 

Ho-Lee 模型 （Ho and Lee model , 151,169, 

172,174) 

互换 （ swaps , 167,171) 

红利 （ dividends , 106 〜 112 ) 

连续红利 （ continuous , 107 ) 

周期红利 （ periodic , 111 ) 

Hull-White 模型 （Hull and White model ) 参见 
Vasicek 模型 （ Vasicek ) 

货币 （ currency ) 参见外汇 （foreign exchange ) 
货币的时间价值 （time value of money ,5,129) 

I 

ItM 散积分 ( It 6, 57-62) 

I to 微积分 （ltd calculus , 57 〜 62) 

It 6 公式 （ltd ’ s formula ， 59,61,81,83) 

心因子 ltd 公式 ( n - factor , 185) 

J 

Jamshidian ( Jamshidian , 170) 

兼有股票和债券 (stocks and bonds together ， 
13) 

计价单位 （ numeraires , 143,188 ^ 192) 

计价单位变换 ( changing , 190) 
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具有波动率的计价单位 （with volatility ， 
189) 

交叉货币合约 （ cross-currency contracts ) 参见 
双重货币工具 （ quantos) 

交易策略 (trading strategy ,40,81 ) 

交易成本 （transaction cost , 17 ,83 ) 

节点 （ node ， 10) 

金融工具 （ instruments , 3,11,83,100,128 ) 
局部缺 (local martingales , 79) 

均值 （ mean) 参见期望 （ expectation) 

均值回归 （mean reversion , 155 ) 

K 

看跌期权 （put option ,91 ) 

可变息票 （variable coupon , 166,168 ) 

可交易资产 （tradable asset ,101,116 -118) 
可料过程 （previsible process , 32,56,78 ,80) 
Kolmogorov 强大数定律 （Kolmogorov ’ s law of 
large numbers) 参见强大数定律 （ strong law) 
扩散 （ diffusion ， 61 ， 150) 

L 

利率 （interest rate ， 18) 

汇率模型 （foreign exchange model, 193) 

利率市场 （ market, 128 ~ 135) 

多因子利率模型 （ multi-factor models, 
172-177) 

利率产品 （ products, 163 - 172) 

无风险利率 （ riskless ， 83 ) 

短期利率模型 （ short-rate models, 149 〜 
158) 

单个利率模型 （simple model, 135 〜 142) 
联合似然函数 (joint likelihood function, 70) 
连续复利 (continuous compounding, 5) 

连续过程 （continuous processes, 44 〜 51) 
两维 Brown 运动 （ two-dimensional Brownian 
motion ,62) 

两因子模型 （ two-factor model, 172) 


两步树 （ two-step tree ,20,63) 

零息票 （zero coupon bond ,135) 

新的领域 （zoo of the new,3) 

累积正态积分 （cumulative normal integral ) 参 
见正态分布函数 （normal distribution function) 
离散模型 （discrete model) 

离散模型的结论 （ conclusions ， 41 ) 

LIBOR 率 （LIBOR rate, 166, 168 ， 170, 175 〜 
176) 

在远期测度下的 LIBOR 率 （under forward 
measure ， 191 ) 

路径概率 （path probabilities, 21 ) 

M 

Markov 过程 （Markov process, 144,150) 

看涨期权 (call option, 9,43,90) 

美式看涨期权 （ American ， 93) 

欧式看涨期权 （ European ， 9 0) 

外汇看涨期权 （foreign exchange, 103) 

债券看涨期权 （on bonds, 169) 

息票债券看涨期权 （on coupon bonds, 115, 
170) 

支付红利的看涨期权 （on dividend paying 
stocks, 109) 

互换看涨期权 （on swaps) 参见互换（ swap¬ 
tions ) 

调整收益的看涨期权 (quanto , 123) 

买人-卖出平价 （ put-call parity ,91,171 ) 

卖空 （ short position ,80,82) 

看跌期权 (put optional) 

美元投资者 （dollar investor , 101 ) 

美式期权 （American options , 93) 

密度 （ density ， 7) 

N 

牛顿微分 （Newtonian differentials ， 51) 

牛顿微分的惟一性 （ uniqueness ， 53 ) 

牛顿函数 （Newtonian function, 52) 



o 

Omstein-Uhlenbeck 过程 （ Ornstein-Uhlenbeck 
process, 173 ) 

P 

偏微分方程 (partial differential equation, 95 ) 
Pliska (Pliska ,197,200) 

飘移 （ drift, 52,55,83) 

HJM 飘移 （ HJM, 143,158) 

飘移上的 HJM 限制 （HJM constrains on, 
141,148) 

飘移惟 一 性 （ uniqueness ， 56 ) 

Poisson 过程 （Poisson process ， 55 ) 

Q 

奇异合约 （exotic contracts, 128,163) 

期权 （ option ， 9,43,90,94) 

期限结构 （term structure ,131 ) 

期限方差 （term variance, 173) 

期限波动率 （term volatility, 169,175,182) 
期终价值定价 (terminal value pricing,95) 
期望 （ expectation, 4,9,23) 

贴现权益期望 （discounted claim, 40) 

一 个分叉的期望 （for a branch, 12) 

在 一 个树上的期望 （on a tree, 21) 

期望算子 （ operator ， 31 ) 

期望定价 （ pricing， 3 -7,16,86) 

期望重现 （ re-emergence ， 23) 

回到期望 (regained, 16) 

期望对套利 （vs arbitrage, 9) 

敲定价格 （strike price, 9,91 ,96) 

强大数定律 （strong law ,4,5 ,13,15) 

弱定律和强大数定律 （weak law and ,59 ) 

归一 1 (pull to par, 114) 

权益 （ claim, 3,20,30) 

R 

Radon-Nikodym 导数 （ Radon-Nikodym deriva¬ 
tive , 63 ~ 68,73) 


计价单位变换的 Radon-Nikodym 导数 （ chan¬ 
ging numeraire ， 105 ， 190 〜 192 ， 1% ) 

连续时间的 Radon-Nikodym 导数 （ continu- 
ous time ,69,71) 

Riccati 微分方程 （Riccati differential equation ， 

156) 

弱定律 （weak law,59) 

S 

上限 （ caps ， 170) 

商品 （ commodity ， 3) 

示性函数 (indicator function, 199) 

适应过程 （Adapted processes ， 55, 62) 

树 （ tree ， 17 ， 19) 

二叉树 （ binomial ， 17 ) 

树的复杂性 （complexity of, 19) 

树在金融上的应用 （financial applications, 

36) 

随机树过程的定价结论 （pricing conclu¬ 
sions ,27 ) 

重组树 （ recombinant , 23 ) 

联系于随机树过程的策略构造 （strategy 

construction , 38) 

两重组树 （ two-step, 20, 63) 

树上定价的例子 （pricing on tree, 23) 

双重分岔 (double fork, 20) 

双重货币工具 (quantos , 122 〜 127, 183) 

收益、收益率 (yield, 130, 135) 

收益率曲线 （yield curve, 131 ) 

反向收益率曲线 （ inverted, 132, 133) 

随机 （stochastic ) 

a- 因素随机过程 (n-factor process ,184) 

随机微积分 (calculus, 51 ~57) 

随机微分方程 (differential equation,56) 

随机微分 （ differentials ，54 ) 

随机过程 （ process,55) 

随机变量 （random variable , 7,12,32,65 ) 
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随机游动 （random walk ， 46 ) 

数字合约 （digital contract ， 27，123 ) 

瞬时利率 （instantaneous rate, 132,135,136, 
144) 

Markov 瞬时利率 （ Markovian ， 150) 

T 

塔式定律 (tower law, 34,77 ,166) 

套利 （ arbitrage ， 8,39,41 ) 

套利价格 （arbitrage price ， 8,86,139) 

套利定价 （arbitrage pricing , 7 ~9) 

套期保值，对冲 （ hedge ， 94,145,180, 188) 

Black-Scholes 套期保值 （ Black-Scholes ， 
96) 

套期保值策略 （hedging strategy ) 参见复制策 

略 （replicating strategy) 

Taylor 展开 （Taylor expansion, 58 ) 

条件期望 （conditional expection, 32) 

* 

条件边际分布 （conditional marginal distribu¬ 
tion , 48,69) 

贴现债券 （discount bond, 112, 129) 

贴现过程 （discount process, 37,87) 

贴现 （ discounted) 

贴现债券 （ bond, 138,145) 

贴现期权 （ daim ， 38,87,90) 

贴现期望 (expectation , 20,28) 

贴现股票 （ stock, 38,87,90,179) 

停时 （stopping time,93) 

头寸 (position,96) 

图解定义 （illustrated definitions, 29) 

U 

V 

Vasicek 模型 （Vasicek model ， 153 ， 169 ， 174) 

W 

外汇 （foreign exchange, 99-106,122) 

外汇利率模型 （interest rate models, 192 ~ 
196) 


外汇现 金债券 （foreign ■currency, 100) 

完备市场 （complete market,197) 

完备性 （ completeness ， 196 〜 200) 

未定权益 （ contingent claim ) 参见权益 （ claim ) 
微积分 (calculus ) 

惟 一 性 （ uniqueness of ) 

軟测度的惟一性 （martingale measure,40) 
牛顿微分的惟 一 '性 (Newtonian differentials , 
53) 

波动率和漂移的惟 一 性 （ volatility and 
drift, 56) 

Wiener 过程 （Wiener process,50) 

无风险策略构造 （ risk-free construction ) 参见 
复制策略 （ replicating strategy ) 

无套利 （ arbitrage-free ，197 ) 

无套利完备模型 （ arbitrage-free complete mod¬ 
els, 196 〜 200) 

无违约 （ default free ， 129) 

无飘移 （ driftlessness ， 7 8 ) 

X 

息票债券 （coupon bonds, 114,165) 

息票债券期权 （options on ， 115, 170) 

息票 (coupons ) 

固定利率息票 (fixed rate, 165) 

浮动利率息票 （ floating rate ， 166) 

下限 （ floors ， 170) 

现金债券 （ cas h bond, 11,18,37,136,144) 
相关 （ correlation ， 123, 126 ， 158 ， 176 ， 182, 
193) 

协方差 ( covariance, 124, 158) 

Y 

衍生产品 （ derivative ， 3,12) 

衍生产品定价 （derivative pricing, 181,188) 
戟 （ martingale, 33 ,76) 

指数軟 (exponential, 79) 

缺测度 （ martingale measure, 34,44,76,197 ) 


崤 



连续模型的戟 : 测 度 （continuous model ， 

85,87) 

离散模型的缺测度 （discrete model, 34 ~ 
39) 

狹测度的存在和惟一性 （existence and u- 

niqueness ， 40) 

鞭表 7K 定理 （Martingale representation theo¬ 
rem ,78 ) 

缺表不定理 （martingale representation theo¬ 
rem, 76^79,94) 

心因素鞍表不定理 (-factor, 161,186, 
188) 

狹表不定理和红利支付 (and dividend pay¬ 
ments ,108,112) 

狹表示定理和可交易资产 （and tradable as¬ 
sets , 116) 

外汇中所使用的鞍表示定理 (use in foreign 
exchange, 102) 

HJM 模型中所使用的鞅表示定理 (use in 
HJM, 139,146) 

股票模型中所使用的鞅表示定理 (use in 
stock models, 83 -85,88,180) 

一步过程的完整描述 （whole story in one step, 

15) 

域流 （ filtration ， 30,48) 

银行账户过程 (bank account process ) 参见现 
金债券 (cash bond) 

英镑投资者 （sterling investor, 104) 

远期 （ forward ， 6,11,17) 

外汇远期 （foreign exchange, 99,103) 
远期利率 （interest rate, 133,163) 

调整收益的远期 （ quanto ， 123) 

在期权公式中使用的远期 (use in option 
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远期测度 （forward measure , 165,191) 

远期利率 （forward rate ， 134 〜 136 ， 142) 

远期利率债券价格公式 （bond price formu¬ 
la, 144) 

远期利率曲线 (curve ， 134) 

远期利率漂移 （ drift, 143, 158) 

在过期测度下的远期利率 （under forward 

measure , 192) 

远期利率波动率 (volatility, 143,158) 
远期利率互换 （forward swaps , 168 ) 

Z 


债券期权 （bond options , 169) 

债券价格 （bond prices , 144) 

债券 （ bonds ， 112 〜 115) 

带有息票的债券 （with coupons ， 114，165 ) 

仅涉及债券的策略 （bond only strategy, 12) 
噪声 （ noise, 41 ,50) 

正态分布 (normal distribution ) 


正态分布函数 （ function, 43 ,91 
正态分布识别 （ identification ， 72) 

自回归模型 （autoregressive process ， 156) 
自融资 （ self-financing , 39 〜 40 ， 80 ， 180 ) 

自融资方程 (equation, 81 ,89,162,189) 
HJM 模型的自融资 （in HJM model, 139, 147) 
执行价格 （exercise price ) 参见敲定价格 

(strike price 


指数 Brown 运动 （exponential Brownian motion, 

60,84,85) 


带漂移的指数 Brown 运动 （with drift, 51) 
指数軟 (exponetnial martingale, 79,85 ) 

投资组合 (portfolio, 80) 

中心极限定理 (central limit theorem, 42,47, 
48) 


formula, 169 ，】 82) 


做市商 （market maker, 14) 



